MOMENT PEDU, ROTATOR SZTYWNY
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e dygresja (material dodatkowy) — uklady wspotrzednych

e w dwoch wymiarach: biegunowy

T = T COSY Yy =T7Ssiny 0<r<oo 0<p< 2
x
r o= \Jx?+4y? = arc cos
Y v Vr? + y2
e w trzech wymiarach: sferyczny
x = rsindcos Yy = 7 sin v sin @ 2 =1 cosv
z Yy
r = Jr?+y*+ 22> = arccos = arc tg>
/ Y VvVt +y? + 27 v I
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e dygresja (materiat dodatkowy) — zamiana zmiennych

Zamiana zmiennych przy catkowaniu:

[\)

©.9) v

] / fla,y)dedy = ({(({ g(r, o)rdr)de
00 00 o0 T 2T
/ / | flz,y,z)dedydz = [ ] | g(r, 9, o)r*sin0drddde
-0 =00 =0 000

Zamiana zmiennych przy rozniczkowaniu:
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e dygresja (materiat dodatkowy) — zamiana zmiennych

-, 0 0 0 o 0 0 .
Z&St%plc GES 8_y7 9 przez 9 90 %

Pochodna funkcji ztozone;:

O(z(r, v, ), y(r, 9, 9), 2(r, 9, ¢))
O(r(z,y, 2),0(x,y, 2), p(r,y, 2))

g 0or N 0 (919 0 Oy
Oxr Ordx 0V0x (990(%

lub réwnowaznie:

6’_0r6’ 09 0 090(9
(%_(%6’7“ (%019 Ox 0y

Podobnie dla pochodnych ' aﬁ
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e dygresja (materiat dodatkowy) — zamiana zmiennych

c2 0 (0 0 o 0 0 :
Gdy chcemy wyrazi¢ 5 (55, %) POPIZeZ 0, 500 52 Korzystamy z analogicz-

nych zaleznosci, np:

9 0Oz +8y 6+626
09  090x Ouvtdy 090z

Zasada konstruowania drugich pochodnych jest podobna, np.:

0 Or 0,60 o9 0,0 Jdp 0 , 0
P (5-)+ (5-)+ (5-)
Or? OxOr Ox’ 0Ox0V¥ 0x" 0Odx0dp Ox
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e dygresja (materiat dodatkowy) — zamiana zmiennych

r= 22 +y2+22 ¥ = arccos N +Zy2+22 P = arctg%
or x g
or  Jr?+y?+2° v
or Y 9
R = sin ¥ sin
oy  Va?+y?+ 22 v
or 2z g
— = = COS
0z  Vx?+y?+ 22
0¥ costcosp dp  sing
or r Or  rsind
0 cosUsingp dp  cosyp
oy r Oy  rsinv
o9  sinv dp 0
0z r 0z
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e dygresja (materiat dodatkowy) — zamiana zmiennych

x = rsind cos Yy = rsin¥sin @ 2 = rcost

g:: = sin v cos
@ = 7 CoS U coS
TR
82 = —rsindsinp

g‘:{ = sin v sin @ %icosz?

y _ - Y5 g

gﬁ = rcosvsin (319 rsin v

832 = rsin cos a:;:()
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e moment pedu

Ujecie klasyczne:

Moment pedu jest iloczynem wektorowym: wektora promienia wodzacego
r i wektora pedu p:
M=rxp

Moment pedu jest wektorem o sktadowych:

M, = yp. — zpy
My — _<xpz — pr) — ZPx — TP
Mz — TPy — YPx

[M| = |r|[p[sin(AOB)
M* = M; + M, + M
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e moment pedu

Ujecie kwantowe:

Konstrukeja operatorow dla sktadowych momentu pedu:

M, = —ih(yi —~ zgy)
My = —z’h(z% _ x%)
M, = —z’h(xa—y — y%>
i dla kwadratu momentu pedu:
" _h2($2§; " $2§; ’ 92552 + 9238; - z2§; - 2259;
2 5 )
. Qxyagay ) Qy”’ajaz 2 g~ 2y§y 220
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e moment pedu

We wspotrzednych sferycznych te same operatory przyjmuja postac:

M, = —ih(—sin QO;;? — ctg 1 cos gp(;zp)
g . 0 .0
M, = —ih(cos Vo5 ctg J sin SO%)
. 0
M, = —ih—
0 E
. 1 0 9, 1 0
2 32 O 09
M= =0 a0 Va0 T zvas
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e moment pedu

Wiasnosci komutacyjne operatoréw momentu pedu:

M, M,] = ihM.,
M., M,] = ihM,

M,, M.] = ihM,
[MQJMSU] — [M27My] - [M27MZ] =0

7, regut komutacji wynika, iz:

Rownoczesnie ostro mierzalne sg: kwadrat momenty pedu i
jedna ze skladowych.

Dwie dowolne skltadowe momentu pedu nie moga by¢ réwno-
czesnie dowolnie dokladnie zmierzone.
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e moment pedu

Zagadnienie wlasne momentu pedu:

(a) Rownanie wlasne skladowej zetowej:

M.® = m.®
We wspoélrzednych sferycznych mamy:
0
—th—® =m,o
dy
Catkujac otrzymamy:
m
md =i—
n i
O = 'FY
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e moment pedu

Aby funkcja @ byta funkcja jednoznaczng tzn.®(p) = &(p + 27)
m

?:M M=0,%+1,£2...
Skad mozemy okresli¢ m., jako:
m, = Mh M=0,%+1,4£2...

Wartosci wiasne operatora M,:

m, = Mh M=0,+1,42...

Funkcje wtasne operatora M.

M

(I)MZGZ
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e moment pedu

Mozna pokazac, ze funkcja @, jest takze funkcja wiasng operatora kwadratu
sktadowe] zetowej:
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e moment pedu

(b) Ré6wnanie wlasne operatora kwadratu momentu
pedu: )
MY (9, ) = m*Y (9, ¢)

1 0 9, 1 o

moa0 et G0 e,

Rozwigzanie metoda separacji zmiennych: przyjmujemy fukcje Y (4, ¢) jako:
Y(0,¢) = 0(0)0(¢)

=l Y (9, 0) =m?Y (¥, ) (1)

Po podstawieniu i przeksztalceniu (mnozymy przez sin®d i dzielimy przez
O )rownania (1) otrzymamy dwa rownania:

1 0 0 2
6 Sin ﬁ@(Sln 198129>@ —+ % SiHQ 19 — 6
0
_7(1)/ — (I)/ 2
st = 2)
Réwnanie (2) jest identyczne z réwnaniem whasnym op. M 2 zatem:
o =
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e moment pedu

Wyrazenie na wartosci wlasne rownania (1) wynika z warunku porzadnodci
funkeji wtasnej:

m? = J(J + 1)h? J=0,1,2,...,00

Funkcja © jest réwna z doktadnoscig do stale] normalizacyjnej tzw. stowa-

rzyszonej funkcji Legendre’a P‘]‘w:

o) = CP}M’(COS V)

| M|
M| B o ] d N
P;rl(x) = (1—2%)2 (]IUP ()
Pj(x) jest tzw. wielomianem Legendre’a stopnia J:
1 d’
Pj(x) = — 1
(@) 271 da’ (I )’

Funkcja Legendre’a staje sie rowna 0 dla | M| > J stad pojawia sie ograniczenie
na liczby M:
M| < J
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e moment pedu

Przyktady (druga réwnosé wynika z = cosv):
P, =1
P, = = cos?
1 1
P, = —(32° — 1) = ~(3cos*d) — 1)
2 2
oraz
P’ = P
Pl = (1—- :1:2)% = sin v
P) = P,

P = 3(1— :132)%:1: = 3sin ) cos ¥
P; = 3(1 — %) = 3sin®¥
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e moment pedu

Funkcja Y (9, ¢) = ©(9)P(p) jest rowna:
Y (9, 0) = NJ,\M\P}M‘<COSQ9>€iM¢
Przyklady funkcji Y (4, ¢)

Y’ = N,

Y = Ny cosv
Y = Nlsinve'
Y ! = Nlsinve ™

Sg to tzw. funkcje kuliste.
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e moment pedu — podsumowanie

Dwa zagadnienia wlasne: sktadowej zetowej i kwadratu
momentu pedu.
Wartosci wtasne:

m, = Mh

m? = J(J + 1)h*

Funkcje wlasne:

Y09, ) = NJ,]M\P[’]M’(COW)@ZM@

Liczby kwantowe:

e rotacyjna liczba kwantowa J:
J=0,1,2,3,...; dla elektronu liczba J nosi nazwe orbitalnej (pobocznej)
liczby kwantowej (oznaczanej jako 1)

e magnetyczna rotacyjna (orbitalna) liczba kwantowa M:
M=04142 ... +J
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e rotator sztywny

Rotator sztywny: uktad dwoch czastek o statej odlegtosci R poruszajacy sie
swobodnie w przestrzeni. Rozdzielenie ruchu translacyjnego i rotacyjnego. Energia
catkowita rotatora sztywnego:

M2
EFE=T=— V=0
21
gdzie M jest momentem pedu a I momentem bezwladnosci:
[= AT g
ma+mpg

Hamiltonian mozemy wiec wyrazi¢ przez operator kwadratu momentu pedu M?
jako: A
A M?
H=—
21
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e rotator sztywny

Roéwnanie Schrodingera:

HU = EVU

hQ[l a(,ﬁgH 1 o
oI 'sin a9 sin? ¢ Op?

oV
Wartosci wtasne:

]Y,]M(ﬁ7 90) — EJYjw(ﬁa 90)

2

h
E;= ﬁJ(J+ 1)=BJ(J+1)
B jest tzw. stata rotacyjna:
h2
B=—
21

Funkcje wlasne operatora energii dla rotatora = funkcje wtasne
operatora kwadratu momentu pedu.
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e rotator sztywny

Degeneracja (zwyrodnienie) k-krotna wartosci wtasnej: tej samej
wartosci wlasnej odpowiada k funkcji wlasnych. Kazdy poziom
energii rotacji jest (2J41)-krotnie zdegenerowany.

Widmo rotacyjne: w przejsciach czysto rotacyjnych liczba kwantowa J moze zmie-
nia¢ sie o jedno$¢, np. z poziomu J na (J+1), lub z (J+1) na J.

hv =AFE=B(J+1)(J+2)—BJ(J+1)=2B(J+1)

Populacja pozioméw rotacyjnych - rozktad Maxwella-Boltzmanna:

—BJ(J+1)

(2J + 1)e T

Ny
N,
Rozklad poziomdéw rotacyjnych dla czasteczki HCl: B=0.0013 ¢V
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