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METODA SPRZĘŻONYCH KLASTERÓW

eksponencjalna parametryzacja funkcji falowej

|Ψo〉 = e
T|Φo〉

T = T1 +T2 +T3...+TN
gdzie

Tn = (n!)
−2Σab...Σij...t

ab...
ij... a

†b†...ji

• równania na amplitudy:

〈Φab...ij... |e
−THeT|Φo〉 = 0

• wyrażenie na energiȩ:
E = 〈Φo|e

−THeT|Φo〉
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METODA CC

Rozwijamy ex w szereg:

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ ...

Analogicznie operator eT :

eT = 1 + T +
1

2
T 2 +

1

6
T 3 + ...

Wówczas:

Ψo = (1 + T1 + T2 + ...+
1

2
T 21 + T1T2 +

1

2
T 22 + ...)Φo
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METODA CC

Ponieważ operatory klasterowe sa̧ op. wzbudzeń
elektronowych, zatem rozwiniȩcie klasterowe jest
rozwiniȩciem funkcji ΨCC na konfiguracje
wzbudzone:

ΨCC = Φo+
∑

a,i

taiΦ
a
i+

∑

a,b,i,j,a>b,i>j

(tabij + t
a
i t
b
j + t

a
j t
b
i)Φ
ab
ij+

∑

a,b,c,i,j,k,i>j>k,a>b>c

(tabcijk + t
ab
ij t
c
k....)Φ

abc
ijk + ....
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METODA CC

. .
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. c ↑

. b ↑ ↑

. a ↓ ↓ ↓

. i ↑↓ ↑ ↑ ↑

. j ↑↓ ↑↓ ↓ ↓

. k ↑↓ ↑↓ ↑↓ ↓

2 . ↑↓ ↑↓ ↑↓ ↑↓

1 . ↑↓ ↑↓ ↑↓ ↑↓

Φo Φa
i Φab

ij Φabc
ijk
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METODA CC

Wprowadzamy rozwiniȩcie klasterowe do równania
Schrödingera

HΨCC = EΨCC
HeTΦo = Ee

TΦo (∗)
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METODA CC

Rozwia̧zanie równania Schrödingera

HΨCC= E ΨCC

sprowadza siȩ do:

znalezienia amplitud klasterowych:
tai , t

ab
ij , t

abc
ijk , ...

energii E
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METODA CC

Mnoża̧c lewostronnie równanie (∗), czyli równanie
HeTΦo = Ee

TΦo, przez e−T otrzymujemy:

e−THeTΦo = EΦo (∗∗)

a nastȩpnie dokonuja̧c projekcji na wektor Φo (tj.
rzutuja̧c lewostronnie na |Φo〉) otrzymujemy
wyrażenie na energiȩ:

E = 〈Φo|e
−THeT |Φo〉
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METODA CC

Natomiast rzutuja̧c równanie (∗∗) na konfiguracje
wzbudzone wzglȩdem |Φo〉, otrzymujemy równania
na amplitudy metody CC:

〈Φab...ij... |e
−THeT |Φo〉 = 0
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METODA CC

CCD T = T2
CCSD T = T1 +T2
CCSDT T = T1 +T2 +T3
CCSDTQ T = T1 +T2 +T3 +T4
CCSDTQP T = T1 +T2 +T3 +T4 +T5...
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METODA CC

Centralną wielkością w teorii CC jest tzw.

hamiltonian transformowany przez podobieństwo,H̄:

H̄ = e−THeT = (HeT)c
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METODA CC

Wobec powyższego możemy równania na amplitudy
zapisać w następującej postaci:

〈Φab...ij... |(He
T )c|Φo〉 = 0

Podobnie możemy zapisać wyrażenie na energię:

E = 〈Φo|(He
T )c|Φo〉

Monika Musiał Własności molekularne w CC i EOM–CC 13 / 44



METODA CC

Model CCD

(T = T2)

〈Φabij |(HN(1+T2 +T
2
2/2))c|Φo〉 = 0
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METODA CC

Model CCSD

(T = T1 +T2)

〈Φai |(HN(1+T1 +T2 +T
2
1/2+T1T2 +T

3
1/6))c|Φo〉 =

〈Φabij |(HN(1+T1+T2+T
2
1/2+T1T2+T

2
2/2+

+T31/6+T
2
1T2/2+T

4
1/24))c|Φo〉 = 0
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METODA CC

Model CCSDT
(T = T1 +T2 +T3)

〈Φai |(HN(1+T1 +T2+T3+T
2
1/2+T1T2 +T

3
1/6))c|Φo〉 = 0

〈Φabij |(HN(1+T1 +T2+T3+T
2
1/2+T1T2+T1T3+T

2
2/2+

+T31/6+T
2
1T2/2+T

4
1/24))c|Φo〉 = 0

〈Φabcijk |(HN(T2 +T3 +T1T2 +T1T3 +T
2
2/2+T2T3+

+T21T2/2+T
2
1T3/2+T1T

2
2/2+T

3
1T2/6))c|Φo〉 = 0
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METODA SPRZĘŻONYCH KLASTERÓW

wymiarowa ekstensywność

Poprawne skalowanie siȩ energii z rozmiarem

układu =⇒ poprawne odseparowanie
nieoddziałuja̧cych fragmentów.

Dla molekuły AB składaja̧cej siȩ z nieoddziałuja̧cych
fragmentów A i B, opisywanej funkcja̧ referencyjna̧
ΦAB = ΦAΦB, otrzymujemy:

ΨAB = exp(TAB)|ΦAB〉 = exp(TA)|ΦA〉exp(TB)|ΦB〉 = ΨAΨB

EABCC = E
A
CC + E

B
CC
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Metoda równań ruchu sprzężonych klasterów
Equation-Of-Motion Coupled Cluster (EOM-CC)
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Metoda EOM–CC

Równanie Schrödingera:

H
∣∣∣ΨXXk

〉
= Ek

∣∣∣ΨXXk
〉
k = 1, 2, · · ·

Funkcja falowa dla stanu wzbudzonego:

|Ψk〉 = R(k) |Ψ0〉

Operator wzbudzeń:

R(k) = r0(k)+R1(k)+R2(k)+R3(k)+· · ·+RN(k)

R(k) = ro(k)+
1

2

∑

i,a

rai (k)a
†i+
1

4

∑

abij

rabij (k)a
†b†ji+ ...
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Metoda EOM–CC

Ogólna postać równania własnego:

H̄R(k) = ωkR(k)

gdzie: ωk – energie wzbudzeń
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Metoda EOM-CC

Hamiltonian transformowany przez podobieństwo H̄
nie jest hermitowski

dwa wektory własne:

prawy (RXX(k)) oraz lewy (LXX(k))

|Ψ〉 = eTRXX(k) |Φo〉

〈
Ψ̃
∣∣∣ = 〈Φo|L

XX(k)e−T
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Metoda EOM-CC

każdy z wektorów własnych ma takie same wartości
własne czyli energie wzbudzeń; jeżeli jesteśmy
zainteresowani nie tylko energią ale własnościami
molekularnymi (np. momentem dipolowym) musimy

rozwiązać obydwa równania.

Tak więc oba wektory (prawy i lewy) są
niezbędne do konstrukcji macierzy gęstości, ale
nie są konieczne do wyznaczania energii
wzbudzeń.
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Metoda EOM–CC

Ogólna postać operatora L (tzw. operatora
deekscytacji):

L(k) = l0(k) + L1(k) + L2(k) + L3(k) + · · ·

L(k) = l0(k) +
∑

ia

liai
†a+
1

4

∑

abij

lijabi
†j†ba+ ...

Poziom deekscytacji jest równy poziomowi wzbudzenia.
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Własności molekularne

Zgodnie z twierdzeniem Hellmanna-Feynmana wartość średnia
operatora F jest pochodną energii po parametrze λ.

Twierdzenie to jest spełnione dla metod wariacyjnych.

Dla metod niewariacyjnych własności pierwszego
rzędu obliczać możemy jako:

pochodną energii
albo wartość średnią z przybliżoną funkcją
falową
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Własności molekularne

Analityczne pierwsze pochodne energii po
zaburzeniu w metodzie CC i EOM-CC

Monika Musiał Własności molekularne w CC i EOM–CC 25 / 44



Własności molekularne

Pierwsze pochodne energii po zaburzeniu
stan podstawowy

Punktem wyjścia jest wyrażenie na energię korelacji
w metodzie CC:

∆E(λ) = 〈Φo| e
−T (λ)HN(λ)e

T (λ) |Φo〉

Zakładamy, iż hamiltonian jest postaci:

H(λ) = H + λO

gdzie:

- H - hamiltonian niezaburzony

- λ - parametr charakteryzujący wielkość
zaburzenia reprezentowanego przez operator O
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Własności molekularne

Różniczkując po parametrze λ powyższe wyrażenie
po prostych przekształceniach algebraicznych
otrzymujemy wyrażenie na pierwszą pochodną
energii

∆Eλ = 〈Φo| (1 + Λ)ŌN |Φo〉

gdzie Λ jest tzw. operatorem deekscytacji:

Λ = Λ1 + Λ2 + · · ·+ ΛN =

=
∑

ia

λiai
†a+
1

4

∑

ijab

λijabi
†j†ba+ · · · +

+
1

(n!)2
∑

i,j,l···a,b,c···

λijl···abc···i
†j†l† · · · cba
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Własności molekularne

Powyższe wyrażenie na pierwszą pochodną energii
otrzymamy również startując z funkcjonału na
energię postaci:

E(Λ, T ) = 〈Φo|(1 + Λ)e
−THNe

T |Φo〉

= 〈Φo|(1 + Λ)H̄N |Φo〉
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Własności molekularne

Pierwsze pochodne energii po zaburzeniu
dla stanów wzbudzonych

Postać tzw. funkcjonału ε(L, T,R) (będącego podstawą do
wyznaczania pochodnych dla stanów wzbudzonych) jest
następująca:

ε(L, T,R) = 〈Φo|Le
−THNe

TR |Φo〉

Wielkości L,R.T,HN są funkcjami parametru zaburzenia λ.
Różniczkując powyższe równanie po parametrze λ
otrzymujemy wyrażenie na pierwszą pochodną energii po
zaburzeniu:

ελ = 〈Φo|Le
−T ∂HN
∂λ
eTR |Φo〉+ 〈Φo|Ze

−T ∂HN
∂λ
eT |Φo〉 (∗)
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Własności molekularne

Zauważmy, że pierwszy składnik w równaniu (*) możemy
uważać za wyrażenie na wartość oczekiwaną operatora ∂HN

∂λ

tzn.

Eλ = 〈Ψ̃|
∂HN
∂λ
|Ψ〉

pamietając, iż Ψ̃ i Ψ są zdefiniowane następująco:

〈Ψ̃| = 〈Φo|Le
−T

|Ψ〉 = eTR|Φo〉

Drugi składnik w równaniu (*) zawiera operator Z, który
spełnia w równaniach EOM podobną rolę jak operator Λ w
teorii pierwszych pochodnych dla stanu podstawowego.
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Własności molekularne

Operator Z w modelu CCSD przyjmuje postać:

Z = Z1 + Z2 =
∑

ia

ziai
†a+
1

4

∑

ijab

zijabi
†j†ba
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Własności molekularne

Znając równanie na pierwszą pochodną energii po zaburzeniu
ελ dla stanu wzbudzonego możemy teraz zapisać wyrażenie na

elementy jednocząstkowej macierzy gęstości zakładając, iż

H(λ) = H + λO

gdzie λ – parametr charakteryzujący wielkość zaburzenia
reprezentowanego przez operator O.

ελ = 〈Φo|Le
−TOeTR |Φo〉+ 〈Φo|Ze

−TOeT |Φo〉

γpq = 〈Φo|L
(
p†qeT

)
c
R |Φo〉+ 〈Φo|Z

(
p†qeT

)
c
|Φo〉
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Zaburzenie, np. włączone pole elektryczne, może wpłynąć na

wartości amplitud klasterowych, a także na wartość energii
korelacji dwojako, tj. bezpośrednio i pośrednio.

Wpływ bezpośredni:

wskutek zmiany hamiltonianu zmieniają się równania CC czyli
otrzymujemy zmodyfikowane amplitudy klasterowe i energię
korelacji.

Wpływ pośredni:
zmiana wartości amplitud wynika również z faktu, że
dodatkowe pole zmienia także orbitale molekularne (relaksacja
orbitali), a to powoduje modyfikacje rozwiązań na poziomie
posthartree-fockowskim.
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Możemy zatem wyznaczyć analityczne pochodne dla
niezrelaksowanych orbitali, biorąc pod uwagę tylko
odpowiedź amplitud klasterowych na zaburzenie i
zakładając, że orbitale molekularne pozostają
niezmienione, albo odpowiedź pełną tzn.
dopuszczającą relaksację orbitali i amplitud.
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W przypadku stanów wzbudzonych sytuacja jest
jeszcze bardziej skomplikowana, jako że w wyrażeniu
na pełną pochodną energii stanu wzbudzonego
można wyróżnić trzy elementy:

składnik związany z relaksacją orbitali
składnik związany z relaksacją amplitud
klasterowych
składnik związany z modyfikacją równań EOM
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Jak wskazują wyniki prac Bartletta i współpracowników
relaksacja orbitali stanowi mniej istotny składnik pochodnej
energii stanu podstawowego.

Podobnie w przypadku obliczeń EOM, jak wykazał Stanton,
zarówno składnik odpowiedzialny za relaksację orbitalową jak i
składnik odpowiedzialny za relaksację amplitud klasterowych
mają znacznie mniejszy udział w wartości pochodnej energii

stanu wzbudzonego niż składnik generowany bezpośrednio
przez równania EOM.
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Podsumowując:

Postać funkcjonału na energię postaci:

ε(L, T, R) = 〈Φo|Le
−THNe

TR |Φo〉

jest dobrym punktem wyjścia do obliczania
własności pierwszego rzędu (np. momentów
multipolowych)

Zamieniając np. H na operator dipolowego pola
elektrycznego otrzymujemy elektryczny moment
dipolowy dla danego stanu wzbudzonego.
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Analityczne obliczanie własności
Analityczne pochodne energii po zaburzeniu

Analitycznie z teorii odpowiedzi (response
theory) obliczamy własności dla CC, mając do
dyspozycji wektor Λ i wtedy możemy wyznaczyć
macierz gęstości a tym samym poszukiwane
własności molekularne.

Dla stanów wzbudzonych, których dotyczy metoda
EOM-CC, także możemy wyznaczyć macierz
gęstości rozwiązując równania EOM-CC dla lewgo i
prawego wektora.
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Numeryczne obliczanie własności
Różniczkowanie numeryczne metodą pola

skończonego (finite field)

Obliczamy pożądaną wielkość z wzoru:

E(α)−E(−α)

2α

gdzie α – siła pola

W tych obliczeniach odnosimy przyrost energii całkowitej
wybranego stanu do wartości pola.

Monika Musiał Własności molekularne w CC i EOM–CC 39 / 44



Numeryczne obliczanie momentu dipolowego
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Numeryczne obliczanie momentu dipolowego
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Numeryczne obliczanie momentu dipolowego
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Analityczne obliczanie momentu dipolowego
uogólniona wartość oczekiwana
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Analityczne obliczanie momentu dipolowego
uogólniona wartość oczekiwana
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