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Elementy teorii grup

Grupa G nazywamy zbiér elementéw {A,B,C,...} o
nastepujacych wtasnosciach:

o zdefiniowane jest dziatanie przyporzadkowujace
kazdej parze elementéw zbioru inny element
zbioru, np.

AxB=C

@ dziatanie spetnia prawo tacznosci:

Ax(BxC)=(AxB)x C
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Elementy teorii grup

o zdefiniowany jest element jednostkowy E:
AxE=A

o dla kazdego elementu grupy A istnieje element
odwrotny A~!

Ax A=Al A=F
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Elementy teorii grup

@ Operacja symetrii przeprowadza ciato w
potozenie rénowazne, nieodréznialne od
poczatkowego, chociaz niekoniecznie
identyczne z nim.

o Element symetrii jest to obiekt geometryczny,
taki jak linia, ptaszczyzna lub punkt, wzgledem
ktérego dokonuje sie operacji symetrii.
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Elementy symetrii w czasteczkach

o element tozsamosciowy: C; lub £

@ n-krotna o$ obrotu (o$ wtasciwa) C,

@ ptaszczyzna symetrii prostopadta do osi
symetrii 0 najwyzszej krotnosci o,

@ ptaszczyzna symetrii, w ktérej lezy o$ symetrii
o najwyzszej krotnosci o,

@ ptaszczyzna symetrii, w ktérej lezy o$ symetrii
o najwyzszej krotnosci, a ktéra dzieli na potowy
kat miedzy osiami dwukrotnymi prostopadtymi
do osi najwyzszej krotnosci o4

@ 0$ przemienna (o$ niewtasciwa) S,

@ Srodek sxmetrii I
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Operacje symetrii

@ obrot wokét osi C, o kat %00

o odbicie w ptaszczyznie symetrii

@ dziatanie osia przemienna S,: obrét o kat %00 [
odbicie w ptaszczyznie prostopadtej do osi

@ odbicie wzgledem centrum symetrii
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Grupy punktowe symetrii

Operacje symetrii tworza grupe:
tzw. grupe punktowa symettrii

Przyktady grup punktowych
(w nawiasie rzad grupy):

Ci: E(1)

Cs: E,oh (2)

Cii E,I (2)

Co: Gy (7 (n)

D.. G, ...,CJ,nC) (2n)




Grupy punktowe symetrii

ny -y C'onoy, (2n)
Cnn(n-parzyste):
Cpy ..., CP S S3 ... SN 55,553, ...,5%’7’_1 (2n)
@ C.n(n-nieparzyste):
Co,..., CP, SY S3 ... 5271 (2n)




Grupy punktowe symetrii

@ D,n(n-parzyste):
Co,...,C" no,,nCs, St 3 ... S", 5351, 533, e 5%’1’_1
(4n)
@ D,n(n-nieparzyste):
Cp,...,C" no,,nC}, Sk, S3,..., 521 (4n)
Q Dndi
Cn, ey C,’,’, noy, nCéa S21n7 ng s00g 522[17_1 (4")

Chemia teoretyczna 9/35



Grupy punktowe symetrii

o Cy: E, COO7OOUV

o Don: E,Cy, Sy, G, 0p, 00, i
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Elementy teorii grup

@ osie wtasciwe: C" - m krotne wykonanie obrotu
Cy (czyli obrét o kat m x 27 /n).

Ponadto C" = E, C"! = C,, C'"?2 = (2, etc.
Np. C33 = E, Cél = C3.

Operacje C7 zapisuje sie zwykle w najprostszej
postaci, tzn. bierzemy m i n takie, aby utamek
(m/n) w wyrazeniu (m/n)2m byt
nieprzywiedIny.

Np. zamiast CZ mamy G, czy tez zamiast

Cg mamy C2.
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Elementy teorii grup

@ osie niewtasciwe: S, - n parzyste.
S"=(C"=E, St =5, SM?2=52 ¢
Ponadto dla parzystych m, S = C,;".
Np. zbiér operacji Sg, S2, S8, S¢. Sg. S¢
mozna zapisaé: S5, 52 = G2 = G,
SS=%5=iS=C=C 5, 58=C=E
@ osie niewtasciwe: S, - n nieparzyste.

5,'77:5120'/,
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Grupy punktowe symetrii
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Grupy punktowe symetrii
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Grupy punktowe symetrii

o C.,: LiH, OH, HF, NaH, HCI, LiC, CN, CO,
NO, LiF, BF, CF, MgO, MgOH, LiK, NaK,
CuO, NCO, OCS, SCN, etc.

Q Dooh: Hg, Lig, BQ, C2, NQ, 02, F2, Mgg, Sig,
Cly, BeH,, CO,, etc.

o C2VZ BH2, CH2 ) NH2, H20, SiH2, HQS, HQCO,
NOQ, 03, CFQ, SOQ, CClQ, SiClg, etc.
o C3VZ NHs, SiH3, PHs, CF3, NF3, PF3, CC|3, etc.




Elementy teorii grup

Kazda z operacji symetrii (E, o, i C,, S,) mozna
opisa¢ za pomoca macierzy.
@ Tozsamos¢ (rozwazmy punkt o wspétrzednych
X, Y, z)

1 00 X X
010 yl=1y
001 Z z

czyli operacje tozsamosciowa opisuje macierz
jednostkowa.
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Elementy teorii grup

@ Odbicia (rozwazmy jedna z ptaszczyzn wspdtrzednych
uktadu kartezjanskiego, tj. xy, yz, xz; odbicie dowolnego
punktu w tej ptaszczyznie bedzie zwigzane ze zmiang
znaku wspétrzednej prostopadtej do tej ptaszczyzny)

10 O X X
oxy): 10 1 0 yl=1|vy
1 00 1] z]| | Z |
1 0 0] [x] [x]
o(xz): 10 -1 0 yl=1Yy
|0 0 1]]z] | Z |
[ -1 0 0] [ x| [ x ]
olyz):| 0 10 y =1y
| 0 0 1] z] | Z |
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Elementy teorii grup

o Inwersja

XI

X
0 -1 0 ||y]|=
Z

NI <1

czyli zeby zmieni¢ znak wszystkich
wspotrzednych ale nie zmieni¢ ich kolejnosci
postuzymy sie macierza jednostkowa
pomnozong przez -1.
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Elementy teorii grup

@ Obroty wtasciwe (rozwazmy obrét wtasciwy
wokét osi z o kat ¢ w kierunku ruchu
wskazéwek zegara)

{ cos¢p  sing O]

—sing cos¢ 0
0 0 1




Elementy teorii grup

@ Obroty niewtasciwe (rozwazmy obrét
niewtasciwy wokét osi z o kat ¢ w kierunku
ruchu wskazéwek zegara)

cosp sing 0
[—simb cosp O ]
0 0 -1
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Elementy teorii grup

Pojecie klasy

Klasa to petny zbiér elementéw sprzezonych kazdy z kazdym.
Aby wskazaé, ktére elementy naleza do tej samej klasy trzeba
zbada¢d je pod dziataniem transformacji podobienstwa.

B=XT1AX (%)

czyli dwa elementy grupy A i B nazywane s3 elementami
wzajemnie sprzezonymi jezeli istnieje element X spetniajacy
zwiazek (*) (tj. B otrzymuje si¢ w wyniku przeksztatcenia
podobienstwa elementu A elementem X).
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Elementy teorii grup

Reprezentacja grupy jest to zbiér macierzy
przyporzadkowanych poszczegdlnym elementom
grupy w taki sposéb, by iloczynowi kazdych dwéch
elementéw grupy odpowiadat iloczyn
przyporzadkowanych im macierzy.

Podziat reprezentacji

@ przywiedlne (redukowalne)
@ nieprzywiedlne (nieredukowalne)
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Elementy teorii grup

Centralng wielkoscig w teorii reprezentacji grup jest
charakter. Kazdy element grupy zwiagzany jest z
macierzg. Charakter reprezentacji jest Sladem czyli
suma elementéw diagonalnych tej macierzy.

Reguty dotyczace reprezentacji nieprzywiedInych
I ich charakteréw

1. Suma kwadratéw wymiaréw
nieprzywiedInych reprezentacji grupy
réwna sie rzedowi tej grupy:

2 2 2 2



Elementy teorii grup

2. Suma kwadratéw charakteréw dowolnej
reprezentacji nieprzywiedInej réwna sie h:

> Ixi(R)? = h
R
3. Wektory o sktadowych réwnych

charakterom dwoch réznych reprezentacji
nieprzywiedInych s3 ortogonalne:

%:Xi(R)Xj(R) =0 gdy i#]j
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Elementy teorii grup

4. Charaktery macierzy reprezentacji
(przywiedIinej lub nieprzywiedlnej)
elementéw nalezacych do tej samej klasy
sg réwne.

5. Liczba reprezentacji nieprzywiedInych
danej grupy réwna sie liczbie klas
wystepujacych w tej grupie.
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Elementy teorii grup

Wyznaczanie krotnosci wystepowania danej
reprezentacji nieprzywiedinej

=+ SRR

n; — liczba wskazujaca ile razy i-ta reprezentacja
nieprzywiedlna wystepuje w reprezentacji
przywiedlnej

h — rzad grupy

R — element grupy

X(R) — charakter R w reprezentacji przywiedinej
Xi(R) — charakter R w reprezentacji nieprzywiedInej
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Elementy teorii grup

Wyznaczanie krotnosci wystepowania danej
reprezentacji nieprzywiedinej

= S Nx(RIX(R)
Q

Q@ — klasa grupy
N — liczba elementdéw w klasie Q
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Elementy teorii grup

Notacja dla reprezentacji nieprzywiedInych
Symbole Mullikena

1. Reprezentacje jednowymiarowe: A lub B
Reprezentacje dwuwymiarowe: E
Reprezentacje tréjwymiarowe: T

2. A jest zarezerwowane dla reprezentac;ji
symetrycznych ze wzgledu na obroty
wokét osi gtéwnej, B zas dla operacji
antysymetrycznych. Charakter operacji
symetrycznych jest wiec +1 a dla
antysymetrycznych -1.
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Elementy teorii grup

3. Indeksy g i u dodaje sie do A lub B
wtedy, gdy reprezentacja jest parzysta
(g) lub nieparzysta (u) ze wzgledu na
operacje inwersji.

4. Znak (') lub (") dodany do symbolu
reprezentacji informuje czy jest ona
symetryczna czy antysymetryczna ze
wzgledu na odbicie w horyzontalne;
ptaszczyznie zwierciadlanego odbicia.
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Elementy teorii grup

5. Indeksy 1 lub 2 dodawane s3 wtedy gdy
reprezentacja jest symetryczna (1) lub
antysymetryczna (2) wzgledem osi G,
prostopadtej do osi gtéwnej albo jesli nie
ma osi C, to wzgledem pionowe;j
(wertykalnej) ptaszczyzny zwierciadlane;.
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Elementy teorii grup

C2v E C2 oy, Oy
AAll 1 1 1
A1 1 -1 -1
Bp|1 -1 1 -1
B, 1 -1 -1 1
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Elementy teorii grup

Gy |E 2G 3o,

A |1 1 1
A |1 1 -1
E |2 -1 0




