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PRZEDMIOT BADAN

Uklad N elektronow

+ K jader atomowych

Przyblizenie Borna-Oppenheimera




Zamiast funkcji falowej ¥(ry, 01,192,079, ...) zaleznej od
3N wspoirzednych przestrzennych i N wspoirzednych
spinowych poszukujemy funkcji gestosci p(x,y,z)

zaleznej od trzech wspoirzednych przestrzennych

1
2
,0(7") =N Z /dTQdTg---dTN’\P<T7 01,172,022, ..., TN, O-N>’2
o1=—




Funkcja gestosci p(x,y, z) ma te wlasnosé¢ (dosé oczywista), ze

catka po calej przestrzeni réwna jest liczbie elektronow

/p(x, Yy, z)dxdydz = N




I twierdzenie Hohenberga 1 Kohna

Gestosc¢ elektronowa stanu podstawowego p, wyznacza

potencjal zewnetrzny ukladu (z dokladnoscia do stalej).

o (Gestos¢ elektronowa
= potencjal zewnetrzny V
— hamiltonian H

= funkcja falowa ¥,

0o = H =V, — E,




11 twierdzenie Hohenberga 1 Kohna

Istnieje funkcjonal dajacy najnizsza energie ukiadu, czyli
energie stanu podstawowego, tylko wtedy gdy funkcja gestosci
elektronowej jest dokiadna funkcja gestosci stanu podsta-

WOWwWego po.




Zastosowanie II Twierdzenia HK

= Metoda Kohna-Shama:

Wyznaczanie (spin)orbitali molekularnych

(atomowych)

Rownania Kohna-Shama




Hamiltonian uktadu
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Najtatwie] przedstawi¢ metode DF'T
w ujeciu Kohna-Shama odnoszac ja

do metody Hartree-Focka.




METODA HARTREE-FOCKA

Funkcja falowa: wyznacznik Slatera

on(1) on(2) -+ oN(N)

¢»; — spinorbitale Hartree-Focka
wyznaczone w oparciu o kryterium wariacyjne dajace

najnizsza energie dla jednowyznacznikowej funkcji falowe;j




Gestos¢ elektronowa p w metodzie Hartree-Focka

Dla funkcji falowej zapisanej poprzez

wyznacznik Slatera

N
plr) =D _lo7 " (n)ff

¢HF

= spinorbitale molekularne (atomowe)




Czy mozemy mowic o funkcji falowej w metodzie DFT?

Scisle biorac nie, bo metoda DFT postuguje sie

wylacznie funkcja gestosci.

PROBLEM Z WYZNACZENIEM ENERGII KINETYCZNEJ:

5
Erin ~ p3  bardzo zte przyblizenie.

Pomyst Kohna 1 Shama

Whprowadzmy orbitale dajace doktadna gestosc¢

N
p(r) = |652 ()
1=1

Jezeli utworzymy z nich wyznacznik to bedzie to ,,pseudofunkcja”

falowa, albo funkcja falowa dla tzw. elektronow nieoddziatujacych.




METODA DFT

Vg — wyznacznikowa funkcja falowa

dla elektron6éw nieoddziatujacych

o1(1) ¢1(2) -+ ¢1(N)
1| ¢2(1) ¢2(2) -+ Pa(N)

on(1) on(2) -+ oN(N)

¢»; — spinorbitale Kohna-Shama

Er., = (Vg — % > V,%Nf K5) —znacznie lepsze przyblizenie




Ogdlny zapis rownan HF

(—3V2+ Vor )i = €

Ve r ¢ — potencjatl efektywny Hartree-Focka




Ogodlny zapis rownan KS

(—3V2 + Vig)oi = €,

Vicg — potencjat zewnetrzny dobrany tak by uktad N nieod-

dziatujacych elektronow wykazywat doktadna gestosé elektronowa.




ROWNANIA HARTREE-FOCKA

F(i)op(i) = epdp(i) p=1,2,..N

F'(7) — operator Focka

¢p — spinorbitale




ROWNANIA KOHNA-SHAMA

F(i)op(i) = epdp(i) p=1,2,..N

F'(7) — operator Kohna-Shama

¢p — spinorbitale




Metoda Hartree-Focka

Operator Focka

N N
F(i) = h(i) + Y Joli)= ) Kyli)
q=1 qg=1

h(i) — operator jednoelektronowy
Jy(7) — operator kulombowski

K,(7) — operator wymienny




Metoda Kohna-Shama

Operator Kohna-Shama

N
F(i) = h(i) + Y Ja(i)+Vicli)

¢=1

h(i) — operator jednoelektronowy
Jy(7) — operator kulombowski

Vie(t) — operator korelacyjno-wymienny




Metoda Hartree-Focka

Operator jednoelektronowy

| K
h(i) = —§v§ D

/r:.
a=1" "¢

Zqo — tadunek jadra o

7o — 0dleglosc elektron-jadro




Metoda Kohna-Shama

Operator jednoelektronowy

K
. | Z Z

rr).
a=1 (18

Zqo — tadunek jadra o

T — 0dlegtosc elektron-jadro




Metoda Hartree-Focka

Operator kulombowski
/qu dT] ¢p( )

Operator wymienny

¢p - /qu dT] ¢Q()




Metoda Kohna-Shama

Operator kulombowski
(60(0) = [ 650)-—u(drlon

Operator korelacyjno-wymienny

Vze(?) — potencjat korelacyjno-wymienny

(zalezny od typu funkcjonatu)




Metoda Hartree-Focka(-Roothaana)

¢; = ZCTiXT

r

Yr — funkcje bazy

¢, — wspotczynniki kombinacji liniowe;

FC = SCE

F — macierz Focka
C — macierz wspolczynnikow

S — macierz catek nakitadania




Metoda Kohna-Shama

¢; = ZCTiXT

r

Yr — funkcje bazy

¢, — wspotczynniki kombinacji liniowe;

FC = SCE

F — macierz Kohna-Shama
C — macierz wspolczynnikow

S — macierz catek naktadania




Definicje calek

Srs = <X7“ XS>
1
Trs = <Xfr - _V2|Xs>




Metoda Hartree-Focka(-Roothaana)

Frs = hps + Jps+Kys

hys = <Xr‘h‘Xs> =Trs+ Vis

Jrs = Zptu<rt]su>

tu

Kys = Zptu@"t\us)

tu

Dtu = Zz]\il c;‘icm — elementy macierzy gestosci




Metoda Kohna-Shama

Frs = hps + JTS+VI)-(3C

hys = <X7“‘h‘Xs> =Trs+ Vis

Jrs = Zptu<rt]su>

tu

Vf; :<Xr’VXC‘Xs>

Dtu = Zf\il c;f@-cm — elementy macierzy gestosci




e Rozwiazywanie rownan HFR

=~ Qo DN —

—> 5

§
7
8
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10

. Wyboér bazy funkcyjnej: vy

. Wyznaczenie calek: S, Trs, Vs, (rls\tu>

. Ortogonalizacja bazy funkcyjnej: S—2

. Przyjecie startowych wartosci dla macierzy gestosci

w przyjetej bazie funkcyjnej

. Konstrukcja macierzy Focka: F.. = hy+J.+ Ky

Jrs = D ¢y Ptu(rt|su)
Kio = Yy Pralrtfus)

. Przejécie do bazy zortogonalizowanej: F' = S—:FS—2
. Diagonalizacja macierzy F' : C’

. Wyznaczenie macierzy C : C = S—z:C/

. Wyznaczenie macierzy gestosci prs

. Jezeli kryterium zbieznosci nie jest spetnione idz do punktu 5



e Rozwiazywanie rownan KS

=~ QO DN —

—> 9

0
7
8

9

10

. Wybor bazy funkcyjnej:
. Wyznaczenie catek: Spg, Tys, Vis, (rs|tu)
. iy 1
. Ortogonalizacja bazy funkcyjnej: S™2
. Przyjecie startowych wartosci dla macierzy gestosci

w przyjetej bazie funkcyjnej

. Konstrukcja macierzy Kohna-Shama: Fps = hyg + Jys + VXS

Jrs = 24w Pra(rt|su)

V¢ — potencial korelacyjno-wymienny

. Przejécie do bazy zortogonalizowanej: F' = S—:FS—2
. Diagonalizacja macierzy F’ : C’

. Wyznaczenie macierzy C : C = S—:C/

. Wyznaczenie macierzy gestoscl Prs

. Jezeli kryterium zbieznosci nie jest spelnione idz do punktu 5



Funkcjonal korelacyjno wymienny FE,. pojawiajacy sie w
wyrazeniu Kohna-Shama na energie w rownaniach Kohna-
Shama zostaje zastapiony potencjalem korelacyjno-wymiennym
Ve, ktory jest tzw. pochodna funkcjonalna wielkosci Eye, czyli
pochodna funkcjonatu po tunkeji, dla ktorej 6w funkcjonat jest
zdefiniowany. Ta funkcja w naszym przypadku jest funkcja

gestosci p(r). Mamy zatem nastepujaca zaleznosé:




Funkcjonal vs. potencjal

0

Vie= 5/0

Przykiad: LDA
Funkcjonat:

Eqylp] = —Cy / o3 (r)dr

Potencjal w punkcie r:




Funkcjonal dzielimy na czeS¢ wymienna

i czes¢ korelacyjna:

FEye = Ly + Ee

Podobnie potencjal:

ch — Vx + VC




Funkcjonaly wystepujace w wyrazeniu na energie w metodzie
DFT (oraz odpowiadajace im potencjaly pojawiajace sie w
rownaniach Kohna-Shama) dzieli sie na kilka grup. Sa one oz-
naczane symbolami zawierajacymi zwykle pierwsze litery nazwisk
ich tworcow, a w niektorych przypadkach takze rok ich opub-
likowania. Zakladamy zwykle, ze zarowno funkcjonat jak 1 po-
tencjal jest suma sktadnika wymiennego (F;, V,) 1 korelacyjnego

(Ee, V).




Ogdlny podziat funkcjonalow

. Zalezne od gestosci, LDA (Local

Density A

pproximation)

e Zalezne oc

| gestosci

i gradientu gestosci, GGA (General-
ized Gradient Approximation)

. Pozostate (meta-gradientowe,
hybrydowe, ...)




Zalezne od gestosci

e wymienny: zaadaptowano wyrazenie Diraca na energie odd-
ziaywania wymiennego dla jednorodnego gazu elektronowego

LDA (Local Density Approximation)

ELPA — —C’x/pg(r)dr

4
‘/;ELDA _ _§ P

W=
W=

(1) gdzie C, = 3
m

(=)

=~ Qo

® korelacyjny:

VWN (Vosko, Wilk, Nusair)

EX WN _ wyznaczony na drodze symulacji Monte Carlo




Zalezne od gestosci
1 gradientu gestosci

(Generalized Gradient Approximation

GGA

EGGA = / Frelplr), Vp(r))dr

Gradient gestosci: wyznaczenie pochodnych funkeji bazowych
fre:  funkcja analityczna zawierajaca pare liczb dopasowanych

parametrow




GGA

Funkcjonaly wymienne

. PWx86 (Perdew, Wang)

. B88 (Becke)

. PWx91 (Perdew, Wang)

.PBE (Perdew, Burke, Ernzerhof)

Funkcjonaly te sa skomplikowanymi funkcjami gestosci i jej gradientu.




GGA

Funkcjonaly korelacyjne

. Pc86 (Perdew)

.LYP (Lee, Yang, Parr)

.PWc91 (Perdew, Wang)

. PBE (Perdew, Burke, Ernzerhof)
.B96 (Becke)




Funkcjonay hybrydowe 1 meta-gradientowe

e Funkcjonaly hybrydowe: skiadnik wymienny jest hybryda wyrazenia na

sktadnik wymienny w metodzie Hartree-Focka oraz wyrazenia stosowanego

w metodzie DFT:
E,=aE,(HF)+ (1 —a)E,(DFT)
e Funkcjonaly meta-gradientowe: zalezne od gestosci p, gradientu gstoci Vp
oraz laplasjanu (drugich pochodnych) gestosci VZp

Exc = Exc(p,Vp, V'p) (1)




Funkcjonaty hybrydowe

. BSLYP (Becke3LYP)

Czes¢ wymienna zawiera skladnik HF 1 skladnik
DFT:

B3LY P LSDA HF LSDA B88 LY P
Ea:c — Exc + aO(EJ: o Ex ) + aiEJ: T aCEc

gdzie: a,=02  a,=07  a.=0.28




