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Rachunek zaburzen jest podstawowa — obok metody wariacyjnej —
technika obliczeniowa stosowang do rozwigzywania réwnania Schrodingera.
Idea metody zaburzeniowej sprowadza si¢ do podzielenia petnego hamiltonia-
nu H na dwie czesci tatwiejsza Hy 1 trudniejsza V' (czyli na czesé niezaburzong
oraz operator zaburzenia) zgodnie z ponizszym réwnaniem:

H=Hy+V (1)

W zwiazku z tym rozwazamy dwa réwnania Schrodingera: jedno, tatwiejsze,
dla operatora H:

nazywane zwykle rownaniem niezaburzonym lub réwnaniem zerowego rzedu,
ktorego rozwiazania, tzn. wartosci wlasne i funkcje wilasne, sa nam znane.
Drugie, trudniejsze, jest rowaniem Schrodingera dla operatora H (pelnego
hamiltonianu):

HVU, = BV, (3)

Jako ze stosowane przez nas operatory sg hermitowskie wiec odpowiadajace im
funkcje wlasne winny by¢ ortonormalne (stosujemy notacje bra i ket Diraca),



tzn.
<(Dr‘q)5> = Oys (4)

W odniesieniu do funkcji doktadnych wprowadzimy niewielkie odstepstwo od
tej zasady, stosowane powszechnie przy wyprowadzaniu formut rachunku za-
burzen, mianowicie wprowadzimy zalozenie o normalizacji posredniej. Ozna-
cza to, ze zachowujac ortogonalnos¢ funkeji wtasnych Wy

<\Ifk|\lfl> = 0dla k # [ (5)
unormowanie funkeji Wy zapiszemy jako:
(Wi Pr) = 1 (6)

czyli dokladna funkcja falowa, Wy, jest kombinacja liniowa niezaburzonej funk-
cji @ oraz pozostatych funkcji operatora Hy. Funkcja ®;. jest przyblizeniem
zerowego rzedu do funkeji Uy, (\If,(g()) = &), wiec w funkcji dokladnej wektor
®;. wystapi ze wspotczynnikiem 1, a dodawane poprawki spowodujg, ze nor-
ma funkcji V. bedzie wicksza od jednosci. Zatozenie to uprosci wyprowadze-
nie wzorow na poprawki perturbacyjne, ale nie wprowadzi zadnych realnych
komplikacji do obliczen, jako ze funkcje Wi mozna w dowolnym momencie

zrenormalizowac.



Wprowadzajac do réwnania (3) podzial hamiltonianu (1), mnozac lewo-

stronnie przez @7 1 catkujac, otrzymujemy:

Ep(Qp|Wy) = (Pp|Ho| Vi) + (Pp|V W) (7)

)

Korzystajac z warunku normalizacji posredniej oraz z hermitowskosci opera-
tora Hj otrzymujemy wyrazenie na energie doktadng w rachunku zaburzen

By = E) + (|V W) 8)

Specyfika rachunku zaburzen polega na wyznaczaniu poprawek pierwszego,
drugiego, n-tego rzedu do wartosci i funkeji whasnych z réwnania (3). Ogolne
rownanie na poprawke n-tego rzedu do energii wynika natychmiast z powyz-
szej zaleznosci

EM = (@ VWY (9)

uzalezniajac wktad do energii w n-tym rzedzie od poprawki do funkeji falowej
w rzedzie n-1. Powyzsze rownanie ma charakter uniwersalny i stosuje sie do
obu podstawowych realizacji rachunku zaburzen: metody Brillouina-Wignera
(BWPT — Brillouin-Wigner Perturbation Theory) oraz metody Rayleigha-
Schrodingera (RSPT — Rayleigh-Schrodinger Perturbation Theory).



Niezalezne od wariantu rachunku zaburzen jest tez wyrazenie na poprawke
do energii w rzedzie pierwszym:

BN = (0,[V] D)) (10)

Koniecznos¢ stosowania rachunku zaburzen wynika z faktu, ze pelne réwnanie
(tj. 3 czyli HV), = E, V) nie moze by¢ rozwigzane metodami standardowymi
(np. takimi jakie stosujemy do rownania (2), czyli H,®, = E°®,.) lub metody
te sa dla réwnania (3) czyli dla hamiltonianu H zbyt kosztowne. Zakladamy,
ze rachunek perturbacyjny jest zbiezny 1 uwzglednienie w rozwinieciu popra-
wek wyzszego rzedu poprawia jakoS¢ rozwigzan. Zdarzaja sie odchylenia od
tej zasady, dotyczace rzedow nieparzystych, tzn. moze wystapi¢ taka sytuacja,
ze np. poprawka trzeciego rzedu do energii daje gorszy wynik niz poprawka
drugiego rzedu. Dlatego tez, zwlaszcza w odniesieniu do poprawek korela-
cyjnych, preferuje si¢ przyblizenia uwzgledniajace rzedy parzyste (2-gi, 4-ty,
ewentualnie 6-ty). Jest rzeczg oczywista, ze poprawka wyzszego rzedu wyma-
ga znacznie wiekszego wysitku obliczeniowego co sprawia, ze dla wiekszych
uktadow 1 wickszych baz funkcyjnych preferowane sg nizsze rzedy rachunku
zaburzen.



Ogdlnie biorac wyrozniamy dwie podstawowe realizacje rachunku zaburzen:
metode Brillouina-Wignera (BWPT — Brillouin-Wigner Perturbation The-
ory) oraz metode Rayleigha-Schrodingera (RSPT — Rayleigh-Schrodinger
Perturbation Theory).

We wspodlcezesnych zastosowaniach zdecydowanie dominuje metoda RSPT,
zwlaszeza w ujeciu wielociatlowym, okreslanym akronimem MBPT (Many Bo-
dy Perturbation Theory).



Rachunek zaburzen Brillouina-Wignera



Punktem wyjscia dla przedstawienia sformulowania BWPT jest réwnanie
Schrodingera w ujeciu doktadnym i przyblizonym, réwnania (2) czyli H,®, =
Efq)r 1 (3) Czyli H\Pk — Ekqfk

W tym ujeciu wygodnie jest wprowadzi¢ takze dwa operatory rzutowe P
1 Q). zdefiniowane jako:

Py, = | D) {(Dr] (11)
oraz
Qr = Z_;}ﬂ |@;) (D] (12)

Operator P, zwiazany jest z funkcja referencyjng ®; natomiast operator Q).
7 pozostala czescig przestrzeni konfiguracyjnej. Oczywiscie suma operatorow
P 1 @} jest operatorem tozsamosciowym:

Pt Qr=1 (13)

Wprowadzajac do rownania HV; = EpWV; podziat hamiltonianu H = H,+
V' po elementarnym przeksztalceniu otrzymujemy

(E), — Hy)Wy = VU, (14)



Wprowadzimy teraz formalny operator rezolwenty R (operator rozwigzujacy)
zdefiniowany jako

Qr

Ry = B H (15)
ktorym podzialamy na obie strony rownania (14) otrzymujac
Qv = RV, (16)
a pamietajac, ze Qr = 1 — P 1 PV, = § otrzymamy
Ve = O + RV (17)

Jest to wygodna 1 prosta formuta rachunku Brillouina-Wignera pozwalajaca
uzyskac¢ natychmiast funkcje falowg w dowolnym rzedzie. Mianowicie, zanie-
dbujac drugi sktadnik po prawej stronie ostatniego réwnania otrzymujemy
wyrazenie na W, w zerowym rzedzie, a podstawiajac w miejsce Wi po prawej
stronie ostatniego rowania funkcje zerowego rzedu otrzymamy W w pierw-
szym rzedzie:

Qe — v |P;) (D Vo, — 3 @HV\@H@
E.—H, i=0,i#k Fo. — H, i=0i#k F. — H,

(18)

v = RV, =



Ta ostatnia funkcja wprowadzona do réwnania (17) umozliwia otrzymanie
\If,(f>:
U2 = RVRV, (19)

1 W ten sposob rekurencyjnie mozemy otrzymac poprawke dowolnego rzedu
do tfunkcji falowe;

U = (RV)'Dy, (20)

a podstawiajac funkcje falowa (n-1) rzedu do réwnania (8), tj. Ey = E, +
(Or|V |y, takze do energii w n-tym rzedzie:

B = (@[ V(RV) | @) (21)

lub, uwzgledniajac definicje rezolwenty (15):

Qr:

V=D 22
B _ H, )| D) (22)

(23)

B = (D] V(




Dla spointowania powyzszego wyprowadzenia zapiszmy w postaci jawne;
wyrazenia na poprawki do energii w rzedzie 11 2:

EN=(@4|V|Dy) (24)

B =(dy|V

Qk i) (Pil (Pr|V]Pi) (i V| D)
Ek — HQV|CDk> B 7§k<®k‘ka — HOV‘(I)]C>— z%k Ek — HO
Zauwazmy, ze w powyzszych poprawkach wystepuje po prawej stronie symbol
E., okreslajacy dokladna energie, a wiec wielkos¢ nieznang, ktorej komponen-
ty sa wlasnie poszukiwane. Wielkos¢ te zapiszemy jako:

(25)

B~ E" = éo B (26)

gdzie indeks gorny w nawiasie kwadratowym wskazuje sume poprawek do rze-
du n wlacznie. Wynika stad konieczno$¢ wyznaczania poprawek BW metoda
iteracyjna, polegajacqg na tym, ze w iteracji pierwszej wstawiamy w miejsce
E), wyrazenie zerowego rzedu E. a w kolejnych iteracjach wartosé Ej wy-
znaczong zgodnie z réwnaniem (26) w iteracji poprzedniej. Proces iteracyjny
kontynuujemy az do samouzgodnienia wartosci Fy..



Rachunek zaburzen Rayleigha-Schrodingera



Pierwszy rzad

Dla przypomnienia wyrazenia w ujeciu BWPT:
B = (V| @
po= Pk V] D)

Q| V[P
w = (s P,
VT i By O,

Przejscie od formut BW do poprawek RS sprowadza sie do
zastgpienia dokladnej wartosci energii w mianowniku E). przez
jej odpowiednik w zerowym rzedzie, EJ.

Wyrazenia w RSPT:

BN = (04|V] D)) (27)

(Pi| V| D)

b, 28
o B — g (28

vy =




Drugi rzad

Dla przypomnienia wyrazenie w ujeciu BWPT:

B = (@ VW)

Ek H() z;é Ek — H 1k Ek — HO

a w RSPT mamy nastepujaca postac:

EY = (0 V[w)) (29)
OV |DND, | V|
E]S:2) — ¥ < k| | >< | ‘ /<:> (30)

iz B - EY



Zauwazmy, ze poprawki perturbacyjne w metodzie
Rayleigha-Schrodingera zawieraja wylacznie warto-
Sci wlasne dla ro6wnania zerowego rzedu, a wiec wiel-
koSci znane. Zatem wyrazenie tak na poprawki do
funkcji falowej jak i na poprawki do energii stano-
wig gotowy wzor na ich obliczenie, niewymagajacy
procedury iteracyjnej, co ma miejsce w przypadku
metody Brillouina-Wignera.



Rachunek zaburzen Mollera-Plesseta



Rachunek zaburzen Mollera—Plesseta (MP) jest jednym z wa-
riantow rachunku zaburzen Rayleigha-Schrodingera. Istota tego
podejscia jest przyjecie za operator zerowego rzedu, Hy, sumy operatoréw

Focka.

Dla przypomnienia operator Focka F'(i) jest zapisywany zwykle w postaci
sumy dwoch sktadnikow:

F(i) = ho(i) + f () (31)
z ktorych pierwszy reprezentuje energie kinetyczna i energic oddziatywania
7z jadrami atomowymi:

1 Z.
ho(i) = —§V§ +y = (32)

* Tia
natomiast skladnik f(¢) (operator oddziatywania migdzyelektronowego w ra-
mach modelu czgstek niezaleznych) jest dany wyrazeniem:

F(0) = % (J4(6) = K i) 33



Rownania Hartree-Focka mozemy zapisac jako
F(i)®, (i) = 6,0, (i) (34)

Operator H, przyjmuje wiec postac:
N
H, = > F(i) (35)

w zwigzku z tym energia zerowego rzedu wynosi:

By = 5 36)



Operator zaburzenia w rachunku MP stanowi r6znice miedzy
hamiltonianem pelnym H, ktéry, przypomnijmy, przyjmuje po-
stac

N ) N 1

i>j=1TI'jj

a operatorem H,. Wobec powyzszego operator V' jest réwny

V = H-H, (38)
N ) 1 N ) N .
Vo= Sho(i)+ £ -~ Sho(i) ~ > () (39)
1 1>] I'yj 1 1
1 N
V = .Z.——Zf(i) =V, —V; (40)
1>] I'jj i

Jest to operator zaburzenia w metodzie MP 1 mozemy go okresli¢ jako ope-
rator korelacji.



Operatorem zaburzenia w rachunku MP jest roz-
nica pomiedzy dokladnym operatorem oddzialtywa-
nia miedzyelektronowego a tym przyjetym w ramach
metody Hartree-Focka.



Poprawka pierwszego rzedu w rachunku MP

Vo= (B |V i) (41)
= (Pi| V2| Py) — (Pk|V1|Py) (42)
1 N N
= = X (Jiy — Kij) — ¥ (Jij — Kyj) (43)
2@7:1 i,j=1
1 N
= —- > (Jij — Kjj) (44)
27,,]:1

Zatem poprawka pierwszego rzedu do energii
Hartree-Focka w metodzie MP réwna jest zeru.

N
By —Eg +Eg' = > ¢—- > (Jj

1
TNt K;;) = Egr (45)



Poprawka drugiego rzedu w rachunku MP

D) (P;
E1(<2) _ Z<(I)k’(V2—V1>’ >< |

> po (V2o VIR (0

(47)

Po prostych przeksztatceniach i skorzystaniu z regut Slatera-Condona final-
ne wyrazenie na poprawke drugiego rzedu MP wyraza si¢ nastepujaco:

D _
4 ijab €; €y €a €p

(48)

odzie ogdlnie wyrazenie (rs||tu) jest catka antysymetryczng zdefiniowana ja-
ko:

(rs||tu) = (rs|tu) — (rs|ut) (49)



W zwigzku z tym energia do drugiego rzedu wiacznie
w ramach MP wynosi:

E%z] = E(()()) + E(()1> + E(()2> = Egr + E5)2> (50)
Eg)z) — najwazniejszy i najprostszy wzor na energie

korelacji elektronowej.

Zatem efekty korelacyjne to efekty rzedu drugiego.



Poprawki korelacyjne (mH) dla réznych wariantéw metody CI, MBPT
i CC w stosunku do wartosci FCI dla molekul HF i H,O
(baza DZP; zamrozone orbitale rdzenia).

Metoda HE H,0
R. 1.5R. 2.0R, R. 1.5R., 2.0R.
CISD 9.38 14.9 27.6 12,9 304 75.6
CISDT 7.01 11.1 19.2 10.6 23.5 60.3
CISDTQ 0.28 0.49 0.92 0.40 1.55 6.29

CISDTQP 0.08 0.16 0.28 0.16
CISDTQPH 0.00 0.01 0.01 0.00
cIsDTQPH7 0.00 0.00 0.00 0.00

MBPT(2) 7.80 10.6 24.0 13.0 23.3 53.7
MBPT(3) 544 11.9 27.0 7.22 26.4 74.6

MBPT(4) -0.26 0.77 4.84 0.92 5.76 14.9
MBPT(5) 0.81 2.29 8.10 0.70 4.98 17.0
MBPT(6) -0.23 -0.41 -1.13 0.08 1.82 4.06
CCSD 3.01 5.10 10.2 4.12 10.2 21.4
CCSDT 0.27 0.65 1.13 0.53 1.78 -2.47

CCSDTQ 0.02 0.04 0.06 0.02 0.14 -0.02
CCSDTQP 0.00 0.00 0.00 0.00 0.03 0.03




