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OSCYLATOR HARMONICZNY



• Rozwia̧zania ścisłe - oscylator harmoniczny

Ujęcie kwantowe:

- budujemy operator Hamiltona:

Ĥ = T̂ + V̂ = − h̄
2

2m

d2

dx2
+
1

2
kx2

- zapisujemy równanie Schrödingera

ĤΨ = EΨ

jako:

d2Ψ

dx2
− mk
h̄2
x2Ψ +

2mE

h̄2
Ψ = 0
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• Rozwia̧zania ścisłe - oscylator harmoniczny

lub wprowadzając stałe:

α2 =
mk

h̄2
λ =
2mE

h̄2

jako:

d2Ψ

dx2
− α2x2Ψ + λΨ = 0

- dokonując zamiany zmiennych

ξ = (
mk

h̄2
)
1
4x =
√
αx

otrzymujemy ostateczną postać równania Schrödingera

d2Ψ

dξ2
− ξ2Ψ + λ

α
Ψ = 0
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• Rozwia̧zania ścisłe - oscylator harmoniczny

Rozwiązania: te, które mają sens fizyczny można uzyskać tylko
pod warunkiem, że:

λ

α
− 1 = 2v

gdzie v jest pewnym parametrem przyjmującym wartości całkowite
nieujemne: 0,1,2,3,4 ...

v - oscylacyjna liczba kwantowa

Rozwiązania, funkcje falowe, mają postać :

Ψv(ξ) = NvHv(ξ)e
−ξ
2

2

a Hv(ξ) jest tzw. wielomianem Hermite’a stopnia v :

Hv(ξ) = (−1)veξ
2 dv

dξv
e−ξ

2
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• Rozwia̧zania ścisłe - oscylator harmoniczny

Przykłady wielomianów Hermite’a:

Ho = 1 H1 = 2ξ H2 = 4ξ
2 − 2 H3 = 8ξ

3 − 12ξ
Wartości własne:

Ev = (v +
1

2
)hν v=0,1,2,· · ·

Stała normalizacyjna, np. dla v = 0 No = (π)
−1
4

ogólnie:

Nv = (2
vv!
√
π)−

1
2

Zapamiętajmy:

Ψo(ξ) = π
−1
4e−

ξ2

2
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MOMENT PȨDU



• Rozwia̧zania ścisłe - moment pędu

Ujęcie kwantowe:

Konstrukcja operatorów dla składowych momentu pędu:

M̂x = −ih̄(y
∂

∂z
− z ∂
∂y
)

M̂y = −ih̄(z
∂

∂x
− x ∂
∂z
)

M̂z = −ih̄(x
∂

∂y
− y ∂
∂x
)

i dla kwadratu momentu pędu:

M̂ 2 = −h̄2(x2 ∂
2

∂y2
+ x2
∂2

∂z2
+ y2
∂2

∂z2
+ y2
∂2

∂x2
+ z2
∂2

∂x2
+ z2
∂2

∂y2

− 2xy ∂
2

∂x∂y
− 2yz ∂

2

∂y∂z
− 2zx ∂

2

∂z∂x
− 2x ∂
∂x
− 2y ∂
∂y
− 2z ∂
∂z
)
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• Rozwia̧zania ścisłe - moment pędu

We współrzędnych sferycznych te same operatory przyjmują postać:

M̂x = −ih̄(− sinϕ
∂

∂ϑ
− ctg ϑ cosϕ ∂

∂ϕ
)

M̂y = −ih̄(cosϕ
∂

∂ϑ
− ctg ϑ sinϕ ∂

∂ϕ
)

M̂z = −ih̄
∂

∂ϕ

M̂ 2 = −h̄2[ 1
sinϑ

∂

∂ϑ
(sinϑ

∂

∂ϑ
) +

1

sin2 ϑ

∂2

∂ϕ2
]
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• Rozwia̧zania ścisłe - moment pędu

Własności komutacyjne operatorów momentu pędu:

[M̂x, M̂y] = ih̄M̂z

[M̂z, M̂x] = ih̄M̂y

[M̂y, M̂z] = ih̄M̂x

[M̂ 2, M̂x] = [M̂
2, M̂y] = [M̂

2, M̂z] = 0

Z reguł komutacji wynika, iż:

Równocześnie ostro mierzalne są: kwadrat momenty pędu i
jedna ze składowych.
Dwie dowolne składowe momentu pędu nie mogą być równo-
cześnie dowolnie dokładnie zmierzone.
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• Rozwia̧zania ścisłe - moment pędu

Zagadnienie własne momentu pędu:

(a)Równanie własne składowej zetowej:

M̂zΦ = mzΦ

We współrzędnych sferycznych mamy:

−ih̄ ∂
∂ϕ
Φ = mzΦ

Całkując otrzymamy:

lnΦ = i
mz
h̄
ϕ

Φ = ei
mz
h̄ ϕ
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• Rozwia̧zania ścisłe - moment pędu

Aby funkcja Φ była funkcją jednoznaczną tzn.Φ(ϕ) = Φ(ϕ + 2π)

mz
h̄
=M M = 0,±1,±2 . . .

Skąd możemy określić mz jako:

mz =Mh̄ M = 0,±1,±2 . . .

Wartości własne operatora M̂z:

mz =Mh̄ M = 0,±1,±2 . . .

Funkcje własne operatora M̂z:

ΦM = e
iMϕ
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• Rozwia̧zania ścisłe - moment pędu

Można pokazać, że funkcja ΦM jest także funkcją własną operatora kwadratu
składowej zetowej:

M̂ 2z = −h̄2
∂2

∂ϕ2

M̂ 2zΦM = m
2

zΦM

−h̄2 ∂
2

∂ϕ2
ΦM = M

2h̄2ΦM
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• Rozwia̧zania ścisłe - moment pędu

(b)Równanie własne operatora kwadratu momentu
pędu:

M̂ 2Y (ϑ, ϕ) = m2Y (ϑ, ϕ)

−h̄2[ 1
sinϑ

∂

∂ϑ
(sinϑ

∂

∂ϑ
) +

1

sin2 ϑ

∂2

∂ϕ2
]Y (ϑ, ϕ) = m2Y (ϑ, ϕ) (1)

Rozwiązanie metodą separacji zmiennych: przyjmujemy fukcję Y (ϑ, ϕ) jako:

Y (ϑ, ϕ) = Θ(ϑ)Φ′(ϕ)

Po podstawieniu i przekształceniu (mnożymy przez sin2 ϑ i dzielimy przez ΘΦ′)
równania (1) otrzymamy dwa równania.
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• Rozwia̧zania ścisłe - moment pędu

Wyrażenie na wartości własne równania (1) wynika z warunku porządności
funkcji własnej:

m2 = J(J + 1)h̄2 J = 0, 1, 2, ...,∞
Funkcja Θ jest równa z dokładnością do stałej normalizacyjnej tzw. stowa-
rzyszonej funkcji Legendre’a P |M |J :

Θ(ϑ) = cP
|M |
J (cosϑ)

P
|M |
J (x) = (1− x2)

|M |
2
d|M |

dx|M |
PJ(x)

PJ(x) jest tzw. wielomianem Legendre’a stopnia J:

PJ(x) =
1

2JJ !
· d
J

dxJ
(x2 − 1)J

Funkcja Legendre’a staje się równa 0 dla |M | > J stąd pojawia się ograniczenie
na liczby M:

|M | ¬ J
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• Rozwia̧zania ścisłe - moment pędu

Przykłady wielomianów Legendre’a (druga równość wynika z x = cosϑ):

Po = 1

P1 = x = cosϑ

P2 =
1

2
(3x2 − 1) = 1

2
(3 cos2 ϑ− 1)

oraz stowarzyszonych wielomianów Legendre’a:

P o1 = P1

P 11 = (1− x2)
1
2 = sinϑ

P 02 = P2

P 12 = 3(1− x2)
1
2x = 3 sinϑ cosϑ

P 22 = 3(1− x2) = 3 sin2 ϑ
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• Rozwia̧zania ścisłe - moment pędu

Funkcja Y(ϑ, ϕ) = Θ(ϑ)Φ(ϕ) jest równa:

Y MJ (ϑ, ϕ) = NJ,|M |P
|M |
J (cosϑ)e

iMϕ

Przykłady funkcji Y (ϑ, ϕ)

Y oo = No =
1

2
√
π

Y o1 = N
o
1 cosϑ =

1

2

√

√

√

√

√

√

3

π
cosϑ

Y 11 = N
1

1 sinϑe
iϕ =
1

2

√

√

√

√

√

√

3

2π
sinϑeiϕ

Y −11 = N
1

1 sinϑe
−iϕ =

1

2

√

√

√

√

√

√

3

2π
sinϑe−iϕ

Są to tzw. funkcje kuliste.
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• Rozwia̧zania ścisłe - moment pędu → podsumowanie

Dwa zagadnienia własne: składowej zetowej i kwadratu
momentu pędu.

Wartości własne:
mz =Mh̄

m2 = J(J + 1)h̄2

Funkcje własne:

Y MJ (ϑ, ϕ) = NJ,|M |P
|M |
J (cosϑ)e

iMϕ

Liczby kwantowe:
• rotacyjna liczba kwantowa J:
J=0,1,2,3,...; dla elektronu liczba J nosi nazwę orbitalnej (pobocznej)
liczby kwantowej (oznaczanej jako l)

•magnetyczna rotacyjna (orbitalna) liczba kwantowa M:
M = 0,±1,±2, . . . ,±J
http://zcht.mfc.us.edu.pl/∼ mm
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ATOM WODORU I JONY WODOROPODOBNE



• Rozwia̧zania ścisłe - atom wodoru i jony wodoropodobne

Operator Hamiltona:

Ĥ = − h̄
2

2M
∇2j −

h̄2

2m
∇2e + V̂

Operator energii potencjalnej:

V̂ = −kZe
2

r

Potencjał zależy tylko od r stąd najwygodniej jest zapisać hamiltonian we współ-
rzędnych sferycznych:

Ĥ = − h̄
2

2µ
(
∂2

∂r2
+
2

r

∂

∂r
+
ctg ϑ

r2
∂

∂ϑ
+
1

r2
∂2

∂ϑ2
+

1

r2 sin2 ϑ

∂2

∂ϕ2
)− kZe

2

r
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• Rozwia̧zania ścisłe - atom wodoru i jony wodoropodobne

Ponieważ operator kwadratu momentu pędu jest równy:

M̂ 2 = −h̄2( ∂
2

∂ϑ2
+ ctg ϑ

∂

∂ϑ
+
1

sin2 ϑ

∂2

∂ϕ2
)

zatem Ĥ można przedstawić jako: wyjątkowo dla atomu wodoru oznaczymy M̂ 2

jako L̂2

Ĥ = − h̄
2

2µ
(
∂2

∂r2
+
2

r

∂

∂r
) +

1

2µr2
L̂2 − kZe

2

r
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• Rozwia̧zania ścisłe - atom wodoru i jony wodoropodobne

Równanie Schrödingera:
ĤΨ = EΨ

czyli

(− h̄
2

2µ
(
∂2

∂r2
+
2

r

∂

∂r
) +

1

2µr2
L̂2 − kZe

2

r
)Ψ = EΨ

Reguły komutacji:

[Ĥ, L̂2] = [T̂ , L̂2] = [V̂ , L̂2] = 0

[Ĥ, L̂z] = [T̂ , L̂z] = [V̂ , L̂z] = 0

Funkcje własne L̂2 i L̂z są funkcjami własnymi op. Ĥ , więc

Ψ(r, ϑ, ϕ) = R(r)Y (ϑ, ϕ)

(
∂2

∂r2
+
2

r

∂

∂r
− L̂

2

h̄2r2
+
2µkZe2

h̄2r
+
2µE

h̄2
)Ψ = 0

http://zcht.mfc.us.edu.pl/∼ mm



• Rozwia̧zania ścisłe - atom wodoru i jony wodoropodobne

Podstawiając:

L̂2Y (ϑ, ϕ) = l(l + 1)h̄2Y (ϑ, ϕ)

i dzieląc przez Y (ϑ, ϕ) otrzymamy

(
∂2

∂r2
+
2

r

∂

∂r
− l(l + 1)
r2
+
2µkZe2

h̄2r
+
2µE

h̄2
)R(r) = 0

dokonując zamiany zmiennych:

x =
2Zµke2

h̄2
r

otrzymamy:

(
∂2

∂x2
+
2

x

∂

∂x
− l(l + 1)
x2
+
n

x
+
En2h̄2

2µk2e4Z2
)R(x) = 0
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• Rozwia̧zania ścisłe - atom wodoru i jony wodoropodobne

Rozwiązania są funkcjami porządnymi dla:

n = 1, 2, 3, . . .

oraz

En2h̄2

2µk2e4Z2
= −1
4

Stąd wyznaczymy wartości własne:

En = −
µZ2k2e4

2n2h̄2
n = 1, 2, 3, . . .
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• Rozwia̧zania ścisłe - atom wodoru i jony wodoropodobne

Funkcje własne:
Rnl(x) = N

′
nlx
le−
x
2L2l+1n+l (x)

Lmn (x) jest stowarzyszonym wielomianem Laguerre’a:

Lmn (x) =
dm

dxm
Ln(x)

i Ln(x) jest wielomianem Laguerre’a:

Ln(x) = e
x d
n

dxn
(xne−x)
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• Rozwia̧zania ścisłe - atom wodoru i jony wodoropodobne

Przykłady:

Lo = 1 L1 = 1− x L2 = 2− 4x + x2
L11 = −1 L12 = −4 + 2x L33 = −6

Wielomian Lmn znika dla m > n, stąd zależność

2l + 1 ¬ n + l l ¬ n− 1
Z drugiej strony wielomiany Laguerre’a mają sens tylko dla l  0.
Przykłady funkcji własnych (dla zmiennej r):

R10 = N10e
−Zrao = 2(

Z

ao
)3/2e−

Zr
ao

R20 = N20(2−
Zr

ao
)e−

Zr
2ao =

1

2
√
2
(
Z

ao
)3/2(2− Zr

ao
)e−

Zr
2ao

R21 = N21re
− Zr
2ao =

1

2
√
6
(
Z

ao
)5/2re−

Zr
2ao
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• Rozwia̧zania ścisłe - atom wodoru i jony wodoropodobne

Całkowita funkcja falowa:

Ψnlm = Rnl(r)Y
m
l (ϑ, ϕ)

Najprostsze przykłady:

Ψ100 = N1se
−Zrao =

1√
π
(
Z

ao
)3/2e−

Zr
ao

Ψ200 = N2se
− Zr
2ao(2− Zr

ao
) =

1

4
√
2π
(
Z

ao
)3/2e−

Zr
2ao(2− Zr

ao
)

Ψ210 = N2pe
− Zr
2aor cosϑ

Ψ211 = N2p1e
− Zr
2aor sinϑeiϕ

Ψ21−1 = N2p1e
− Zr
2aor sinϑe−iϕ

Funkcja falowa Ψ100 opisuje stan podstawowy. Pozostałe funkcje opisuja̧ stany
wzbudzone. Ponadto dla liczby kwantowej l = 0 jedyna̧ możliwa̧ funkcja̧ ka̧towa̧
jest Y 00 (=

1

2
√
π
) a ta od ka̧tów nie zależy. Zatem dla l = 0 wszystkie funkcje falowe

atomu wodoru sa̧ funkcjami kulistosymetrycznymi.
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• Rozwia̧zania ścisłe - atom wodoru i jony wodoropodobne

Funkcję falową Ψnlm (określoną przez trzy liczby kwan-
towe: n,l,m) opisującą stan elektronu w atomie nazywamy
orbitalem atomowym.

Oznaczenie orbitali: symbole literowe zależne od liczby kwantowej l:

l=0: s l=1: p l=2: d

l=3: f l=4: g l=5: h

l=6: i l=7: k l=8: l etc.

Orbitale będziemy oznaczać: nlm, np.: 3p1, 5d2, dla l=0 (tzn. dla orbitalu s) bez
wskaźnika; np. 3s.
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• Rozwia̧zania ścisłe - atom wodoru i jony wodoropodobne

Część radialna orbitalu Rnl(r):

Rnl = N
′
nlx
le−
x
2L2l+1n+l (x)

Część wielomianowa L2l+1n+l ma (n− l− 1) miejsc zerowych i tyleż miejsc zerowych
posiada funkcja Rnl(r). Dla l > 0 funkcja Rnl przyjmuje wartość zero także w
punkcie r = 0 (czynnik rl).
Powierzchnie węzłowe: powierzchnia dla której Ψ = 0 (i tym samym |Ψ|2 = 0).
Powierzchnie węzłowe wynikające z części radialnej stanowią powierzchnie kuliste:
(n− l − 1) powierzchni.
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• Rozwia̧zania ścisłe - atom wodoru i jony wodoropodobne

Zespół zagadnień własnych i liczb kwantowych w problemie atomu wodoru:

• Energia
ĤΨnlm = EnΨnlm n = 1, 2, 3, . . .

• Kwadrat momentu pędu

L̂2Ψnlm = l(l + 1)h̄
2Ψnlm l = 0, 1, 2, . . . , n− 1

• Składowa zet-owa momentu pędu

L̂zΨnlm = mh̄Ψnlm m = 0,±1,±2,±l

•Wartość własna operatora energii

En = −
1

2

Z2

n2
Eh
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• Rozwia̧zania ścisłe - atom wodoru i jony wodoropodobne

Eh jest jednostką atomową energii zwaną hartree.

1Eh =
µk2e4

h̄2
= 27.21eV

Część kątowa orbitalu Yml (ϑ, ϕ):

Y ml (ϑ, ϕ) = Nl,|m|P
|m|
l (cosϑ)e

imϕ

dla m 6= 0 części kątowe są funkcjami zespolonymi.
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• Dygresja - jednostki atomowe

W jednostkach atomowych:

ao = 1, me = 1, e = 1, k = 1, h̄ = 1

czyli

• jednosta̧ atmowa̧ długości jest 1 bohr równy promieniowi pierwszej orbity Bohra
w atomie wodoru (1bohr = ao = h̄

2/(kme2) = 0.529Å)

• jednosta̧ atomowa̧ ładunku elektrycznego jest bezwzglȩdna wartość ładunku
elektronu (e = 1.6021892 ∗ 10−19C)

• jednostka̧ atomowa̧ działania jest stała Plancka kreślona (h̄ = 1.0545887 ∗
10−34Js)

• jednostka̧ atomowa̧ energii jest (1hartree, 1Eh)

1Eh =
µk2e4

h̄2
= 27.21eV

http://zcht.mfc.us.edu.pl/∼ mm
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ORBITALE ATOMOWE



• orbitale atome

Orbitale atomowe - część kątowa we wpółrzędnych sferycznych:

1. orbitale s: ogólnie ns: 1s, 2s ,3s ,4s etc.

Ψns = Nnse
− ZrnaoL1n(

2Zr

nao
)

2. orbitale p: ogólnie npx, npy, npz: np. 2px, 3pz,6px, etc.

Ψnpx = Nnpxe
− ZrnaoL3n+1(

2Zr

nao
)r sinϑ cosϕ

Ψnpy = Nnpye
− ZrnaoL3n+1(

2Zr

nao
)r sinϑ sinϕ

Ψnpx = Nnpze
− ZrnaoL3n+1(

2Zr

nao
)r cosϑ
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• orbitale atomowe

3. orbitale d: ogólnie ndxy, ndxz, ndyz, ndx2−y2, ndz2: np. 3dxy, 5dz2, etc.

Ψndxy = Ndxye
− ZrnaoL5n+2(

2Zr

nao
)r2 sin2 ϑ sinϕ cosϕ

Ψndxz = Ndxze
− ZrnaoL5n+2(

2Zr

nao
)r2 sinϑ cosϑ cosϕ

Ψndyz = Ndyze
− ZrnaoL5n+2(

2Zr

nao
)r2 sinϑ cosϑ sinϕ

Ψnd
x2−y2
= Nd

x2−y2
e−
Zr
naoL5n+2(

2Zr

nao
)r2 sin2 ϑ cos 2ϕ

Ψnd
z2
= Nd

z2
e−
Zr
naoL5n+2(

2Zr

nao
)r2(3 cos2 ϑ− 1)
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KONTURY ORBITALI
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• liczby kwantowe

Liczby kwantowe:

• główna liczba kwantowa, n, przybierająca wartości:1,2,3 ..., określa energię
i odległość elektronu od jądra

• poboczna liczba kwantowa, l, przybierająca wartości: 0,1,..., n-1, charak-
teryzuje kształt orbitalu (np. dla l=0 — kulisty)

•magnetyczna liczba kwantowa, m, przybierająca wartości: -l, -l+1,..., l-1,
l charakteryzuje zachowanie się elektronu w polu magnetycznym

•magnetyczna spinowa liczba kwantowa, ms, przybierająca dwie warto-
ści: -1

2
i 1
2
, określa kierunek obrotu elektronu wokół własnej osi.

http://zcht.mfc.us.edu.pl/∼ mm


