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¢ Rozwiazania Sciste

OSCYLATOR HARMONICZNY

http://zcht.mfc.us.edu.pl/~ mm



e Rozwiazania Sciste - oscylator harmoniczny

Ujecie kwantowe:

- budujemy operator Hamiltona:

- zapisujemy réwnanie Schrodingera

HU = EU
jako:
v mk 2mE
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e Rozwiazania Sciste - oscylator harmoniczny

lub wprowadzajac state:

mk mE
o = 77 A= T
jako:
d>
F_ORCUQ\IJ—'—)\\IJ:O
€T

- dokonujac zamiany zmiennych

mk

52(?>$:\/5$

otrzymujemy ostateczng posta¢ réwnania Schrodingera

A=

2U )
T ey My
e SV,
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e Rozwiazania Sciste - oscylator harmoniczny

Rozwigzania: te, ktoére maja sens fizyczny mozna uzyskac tylko
pod warunkiem, ze:

A
——1=2
o

gdzie v jest pewnym parametrem przyjmujacym wartosci catkowite
nieujemne: 0,1,2.3.4 ...

v - oscylacyjna liczba kwantowa

Rozwigzania, funkcje falowe, majg postac :

(&) = NyHy(E)e s

a Hy (&) jest tzw. wielomianem Hermite’a stopnia v
dU 6_52
d&v

H,(€) = (—1)%
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e Rozwiazania Sciste - oscylator harmoniczny

Przyktady wielomianow Hermite'a:

H,=1 H, =2¢ Hy =46 —2 Hy = 8¢6% — 12¢

Wartosci wlasne:

E, = (v+3)hv v=0,1,2,-- -

)T

i

Stala normalizacyjna, np. dlav=0 N, = (7))~

ogolnie:
N, = (2Ul/7) "2

Zapamietajmy:
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¢ Rozwiazania Sciste

MOMENT PEDU
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e Rozwiazania Sciste - moment pedu

Ujecie kwantowe:

Konstrukcja operatorow dla sktadowych momentu pedu:

M, = —ih(y;z — Z{fy)
My = zh(z% — xazz)
M, = —ih(xa—y — y%)
i dla kwadratu momentu pedu:
M? = —h2(:1;2§; + x2§; + y2§; + y2§; + z2§; + 225;
2 2 2
- By s~ = gm0 — o~ %)
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e Rozwiazania Sciste - moment pedu

We wspotrzednych sferycznych te same operatory przyjmuja postac:

5 0 0

M, = —ih(—sin 90% — ctg v cos @%)
. , 0 .0
M, = —ih(cos 90% — ctg ¥sin 90%)
R 0
M, = —ih—
1 agp
) 1 8 G, 1 0
2 32 (s _
M 000 a9) T anzo o)
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e Rozwiazania Sciste - moment pedu

Wiasnosci komutacyjne operatorow momentu pedu:

M,, M,] = ihM,
M., M,] = ihM,

M, M.] = ihM,
[M2JM$] - [M27My] - [M2JMZ] =0

7, regut komutacji wynika, iz:

Rownoczes$nie ostro mierzalne sg: kwadrat momenty pedu i
jedna ze skladowych.

Dwie dowolne sktadowe momentu pedu nie moga by¢ réwno-
czesnie dowolnie dokladnie zmierzone.
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e Rozwiazania Sciste - moment pedu

Zagadnienie wlasne momentu pedu:

(a) Rownanie wlasne skladowej zetowej:

M.® = m.®
We wspotrzednych sferycznych mamy:
0
—th—® =m,d
Dy
Catkujac otrzymamy:
m
md =i
n e
O = WY
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e Rozwiazania Sciste - moment pedu

Aby funkcja ® byla funkcjg jednoznaczng tzn.® () = ®(p + 27)

%:M M=041,42. ..
Skad mozemy okreslic m, jako:
m, = Mh M=0,£1,£2...

Wartosci wlasne operatora M.:

m, = Mh M=0,+1,+2...

Funkcje wtasne operatora M.

My

(I)MZBi
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e Rozwiazania Sciste - moment pedu

Mozna pokazac, ze funkcja @, jest takze funkcjg wiasna operatora kwadratu
sktadowej zetowej:

M? = —h?a—2
0p?

2 82 2% 2
—h aigpzq)}] — M h CDJ[
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e Rozwiazania Sciste - moment pedu

(b) Ré6wnanie wlasne operatora kwadratu momentu
pedu: )
MPY (9, ) = m*Y (9, ¢)

1 0 (sin 9 0 " 1 0
—(sin—

sin 9 0 0¥’ sin® 0 2

Rozwiazanie metoda separacji zmiennych: przyjmujemy fukcje Y (19, ¢) jako:

Y (9, 0) = 0(0)0(¢)

=l Y (9, 0) =m’Y (¥, ¢) (1)

Po podstawieniu i przeksztalceniu (mnozymy przez sin® o i dzielimy przez O®)
rownania (1) otrzymamy dwa réwnania.
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e Rozwiazania Sciste - moment pedu

Wyrazenie na wartosci wlasne réwnania (1) wynika z warunku porzadnosci
funkcji wlasne;:

m? = J(J + 1)’ J=0,1,2,...,00

Funkcja © jest réwna z doktadnoscig do stale] normalizacyjnej tzw. stowa-
. P ' pIMI.
rzyszonej funkcji Legendre’a P;

o) = CP}M’(COS )

PM@) = (1= a2 Prlo)
Pj(x) jest tzw. wielomianem Legendre’a stopnia J:
1 d’
PJ<ZC) - 27 J ' CZZC‘]CCQ o 1)J

Funkcja Legendre’a staje sie rowna 0 dla | M| > J stad pojawia sie ograniczenie
na liczby M:
M| < J

http://zcht.mfc.us.edu.pl/~ mm



e Rozwiazania Sciste - moment pedu

Przyklady wielomianéw Legendre’a (druga réwnosé wynika z x = cos):

1
P, = = cos?
1 1
P, = Q(SxQ —1)= 5(3 cos” ¥ — 1)

oraz stowarzyszonych wielomianéw Legendre’a:

P’ = P,
Pl = (1- xQ)% = sin
P) = P

P = 3(1— :132)%:1: = 3sin ¥ cos ¥
P; = 3(1 — 2% = 3sin®v
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e Rozwiazania Sciste - moment pedu

Funkcja Y (v, ) = O(9)®(p) jest rowna:
Y9, ) = Ny Py (cost)e™#

Przyktady funkcji Y (¢, )
1
2T

13
Y = N{cosv = (00319
2\

Y = N,

113 |
Y = Nlsinve” = = | —sinde’”
2\ 2m

Y ! = Nisinve ™ =~ | —sinde ¥
2\ 2T

Sg to tzw. funkcje kuliste.
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e Rozwiazania Sciste - moment pedu — podsumowanie

Dwa zagadnienia wlasne: skladowej zetowej i kwadratu

momentu pedu.
Wartosci wtasne:

m, = Mh

m? = J(J + 1R’

Funkcje wlasne:

VM9, p) = NJ,\M\P}M‘(COSmeiM@

Liczby kwantowe:

e rotacyjna liczba kwantowa J:
J=0,1,2,3,...; dla elektronu liczba J nosi nazwe orbitalnej (pobocznej)
liczby kwantowej (oznaczanej jako 1)

e magnetyczna rotacyjna (orbitalna) liczba kwantowa M:
M=0,+142, ... +J

http://zcht.mfc.us.edu.pl/~ mm



¢ Rozwiazania Sciste

ATOM WODORU I JONY WODOROPODOBNE
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e Rozwiazania Sciste - atom wodoru 1 jony wodoropodobne

Operator Hamiltona:

. h? h? .
H=——Vi- V4V
2M 7 2m ¢ i
Operator energii potencjalne;j:
. kZe?
V =—
,

Potencjat zalezy tylko od r stad najwygodniej jest zapisa¢ hamiltonian we wspol-
rzednych sferycznych:

ﬁ__h_2(8_2+28+ctg198+i@2+ 1 62>_k262
- 2u0r?  ror r2 09 r2092  rZsin®doy? r
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e Rozwiazania Sciste - atom wodoru 1 jony wodoropodobne

Poniewaz operator kwadratu momentu pedu jest rowny:

. 0* 0 1 0?

M?* = —Rh*(—— + ctgd
oz T8Vt Gzga)

zatem H mozna przedstawié¢ jako: wyjatkowo dla atomu wodoru oznaczymy M?
jako L?

) R 0?2 20 1 ., kZe?
H= (2 129 2 -
2,u<87“2 v 7“87“> v 20112 r
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e Rozwiazania Sciste - atom wodoru 1 jony wodoropodobne

Réwnanie Schrodingera;

OV = EV
czyli
oot 20 1 ., kZé
(=4 == L* — U =FEU
( 2,u(87“2 i 7“87“> i 20112 r )
Reguly komutacji:
(H, 12 = [7, 1% = [V, 7] = 0
(H,L.|=[T,L.]=[V,L]=0

Funkcje wtasne L2i L, sa funkcjami wlasnymi op. H , wiec

V(r,J,¢) = R(r)Y (0, ¢)

<0_2+g8 L? +2,ukZ62+2,uE
or:  ror h°r? h2r h?

) =0
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e Rozwiazania Sciste - atom wodoru 1 jony wodoropodobne

Podstawiajac:
LY (9,¢) = (1 + 1R*Y (9, ¢)
i dzielac przez Y (9, ¢) otrzymamy
0* 20 I(l+1) 2ukZe* 2ukE

—+ —— — —— ) R(r) =0
(6’7“2 i rOor 72 i hlr i B JR(r)
dokonujgc zamiany zmiennych:
27 ike?
otrzymamy:
O 20 I(l+1) n  En?h
—+ —— - — R(x) =0
(3:1:2 - xOx x? i x " 2uk2e4Z2) (=)
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e Rozwiazania Sciste - atom wodoru 1 jony wodoropodobne

Rozwigzania sa funkcjami porzadnymi dla:

n=123,...
oraz

En’h? 1

ouk2etz? 4

Stad wyznaczymy wartosci wtasne:

nZk*et

E, =M
2n2h?

n=1723,...

http://zcht.mfc.us.edu.pl/~ mm



e Rozwiazania Sciste - atom wodoru i jony wodoropodobne

Funkcje wtlasne:
Rou(x) = Nya'e 2Ly (x)

LM (x) jest stowarzyszonym wielomianem Laguerre’a:

dm

L"(x)=—L
(@) = L)

i Ly(x) jest wielomianem Laguerre’a:

dn

La(z) = ¢’
(2) ="

(z"e™)
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e Rozwiazania Sciste - atom wodoru 1 jony wodoropodobne

Przykitady:

L,=1 Li=1—x Ly=2—4x+ 2°
Ly = -1 Ly=—-4+2r Lj=—6

Wielomian L)' znika dla m > n, stad zaleznosc
20+1<n+1 [<n—1

7, drugiej strony wielomiany Laguerre’a maja sens tylko dla { > 0
Przyklady funkcji wlasnych (dla zmiennej r):

Zr Z _Zr
Rlo — Nloe aop —2<a )3/26 aop
zr Zr 1 Z YAS Zr
Rog = Nog(2 — = )e %0 = 3/2(9 — R
20 20( CL()) 2\@<a0> ( ao)e
Zr

Ro1 = Nojre 2w = 7(—)5/2re_%
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e Rozwiazania Sciste - atom wodoru 1 jony wodoropodobne

Calkowita funkcja falowa:
an]m — Rn]<7)>§/]m</l9a @)
Najprostsze przykiady:

_Ir 1 Z
\Ij — NS a0 = ——= 3/2 ao
100 15€ ﬁ(ao> e
Zr zr 1 Z _Zr Zr
\Ifzoo = N2 2ao(2 — —) — 7( )3/2 2a0(2 _ _)

a, 421 a, a,
Ir

\Ifgl() — NQPG_ET cos U
AL

\If211 — N2p1€ 2a0 811’1196290
AS

Uy1_1 = Nyp e 2orsinde”

Funkcja falowa Wygy opisuje stan podstawowy. Pozostate funkcje opisuja stany
wzbudzone. Ponadto dla liczby kwantowej [ = 0 jedyna mozliwa funkcja katowa
jest Y (= \f) a ta od katow nie zalezy. Zatem dla [ = 0 wszystkie funkcje falowe

atomu wodoru sa funkcjami kulistosymetrycznymi.
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e Rozwiazania Sciste - atom wodoru 1 jony wodoropodobne

Funkcje falowg W, (okreSlona przez trzy liczby kwan-
towe: n,I,m) opisujacag stan elektronu w atomie nazywamy
orbitalem atomowym.

Oznaczenie orbitali: symbole literowe zalezne od liczby kwantowej I:

1=0: s I=1:p 1=2:d
I=3: =4 ¢ I=5:h
1=6: 1 =Tk 1=8: 1 etc.

Orbitale bedziemy oznaczac: nly,, np.: 3p1, bds, dla 1=0 (tzn. dla orbitalu s) bez
wskaznika; np. 3s.
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e Rozwiazania Sciste - atom wodoru 1 jony wodoropodobne

Czes¢ radialna orbitalu Ry(r):
R?’I,Z — )1/T (/ LIZI]—}—+/1< )

Czeséé wielomianowa L2 ma (n — [ — 1) miejsc zerowych i tylez miejsc zerowych

posiada funkcja R,;(r). Dla [ > 0 funkcja R,; przyjmuje warto$¢ zero takze w
punkcie r = 0 (czynnik ).

Powierzchnie weztowe: powierzchnia dla ktérej W = 0 (i tym samym |W[* = 0).
Powierzchnie weztowe wynikajace z czesci radialnej stanowig powierzchnie kuliste:
(n — I — 1) powierzchni.
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e Rozwiazania Sciste - atom wodoru 1 jony wodoropodobne

Zespot zagadnien wiasnych i liczb kwantowych w problemie atomu wodoru:

e Energia A
H\pnlm:En\pnlm n = 1,2,3,...

¢ Kwadrat momentu pedu

L2V, = U1+ DE*T [=0,1,2,....n—1

e Sktadowa zet-owa momentu pedu

LU, = mh,,;,, m=0,+1,+2 +I

e Wartos$¢ wlasna operatora energii
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e Rozwiazania Sciste - atom wodoru 1 jony wodoropodobne

E), jest jednostka atomowsq energii zwang hartree.

kQ 4
1B, =" hf = 27.21eV

Czes¢ katowa orbitalu Y{"(V, ):

Y0, ¢) = Nz,\m\Pz’m‘(C()SmeiW

dla m # 0 czesci katowe sg funkcjami zespolonymi.
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e Dygresja - jednostki atomowe

W jednostkach atomowych:
a,=1mg=1e=1 k=1 h=1
czyli

e jednosta atmowa ditugosci jest 1 bohr rowny promieniowi pierwszej orbity Bohra
w atomie wodoru (1bohr = a, = h*/(kme?) = 0.529A)

e jednosta atomowa tadunku elektrycznego jest bezwzgledna wartosé¢ tadunku
elektronu (e = 1.6021892 x 10~ 19C)

e jednostka atomowa dzialania jest stala Plancka kreslona (A = 1.0545887 x
10734 s)

e jednostka atomowa energii jest (1hartree, 1E},)
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ORBITALE ATOMOWE
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e orbitale atome

Orbitale atomowe - czes¢ katowa we wpolrzednych sferycznych:

1. orbitale s: ogdblnie ns: 1s, 2s ,3s ,4s etc.

r 2/
\Ijns — nse_nZTOL}L( !

)

2. orbitale p: ogdlnie npy, npy, np,: np. 2p,, 3p.,6p,, etc.

na,

Zr 2/
_ —Zr 3 -
U, = Nppe€ WOL”H(na )rsin ¢ cos @
0
Zr 2/
Uy, = Npp,€ naoLnH(ﬁ)r sin ¥ sin ¢
o
Zr 2/r
_ ~Zr .3
\Ijnpx _ anze naoLn-l—l(na )TCOS?}
0
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e orbitale atomowe

3. orbitale d: ogélnie ndyy, ndy,, ndy;, ndy2_ 2, nd,2: np. 3d,y, 5d,2, etc.

Vi, = Na,,€” g 7 +2(ii:)r2 sin® 19 sin @ cos ¢
Uy, = Ny _e ’%L2+2<iir) 2 sin 1 cos ¥ cos ¢
Vg, = Ndyzeﬂ’Liw(ii:)TQ sin ¥ cos ¥ sin ¢
\Ijndxz_yz = Ndzz_yze_”% Li +2(ii:)r2 sin® ¥ cos 2¢
Uity = Naye Bl (3o 0 = 1
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KONTURY ORBITALI












e liczby kwantowe

Liczby kwantowe:

e gtéwna liczba kwantowa, n, przybierajaca wartosci:1,2,3 ..., okresla energie
i odlegltosc elektronu od jadra

e poboczna liczba kwantowa, |, przybierajaca wartosci: 0,1,..., n-1, charak-
teryzuje ksztalt orbitalu (np. dla 1=0 — kulisty)

e magnetyczna liczba kwantowa, m, przybierajaca wartosci: -1, -14-1,..., I-1,
I charakteryzuje zachowanie sie elektronu w polu magnetycznym

e magnetyczna spinowa liczba kwantowa, m,, przybierajaca dwie warto-

Sci: —% i %, okresla kierunek obrotu elektronu wokot wtasnej osi.
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