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e Dygresja — zamiana zmiennych

Zamiana zmiennych przy catkowaniu:
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e Dygresja — catki i pochodne

[dx = x
| sinzdx = —cosx
[cosxdr = sinx

~
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(z%) = ax
sinz) = cosw
(COSCU)/ = —SInxT

@) =

(flx)g(@)) = f(x)g(x) + f(x)g'(z)
<@>’ _ f(x)g(z) — f(x)d' (z)
9(x) g(x)?



e Dygresja — uzyteczne calki
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e Dygresja — wartosci funkcji trygonometrycznych
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Aksjomatyczna konstrukcja mechaniki kwantowej:
pie¢ aksjomatow zwanych postulatami
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e Postulaty

e Postulat pierwszy: Stan uktadu kwantowomechanicznego opisuje
funkcja falowa W(ry, o, ..., 7N, t) zwana takze funkcja stanu taka, ze
kwadrat jej moduhu: [¥]* = U*¥ pomnozony przez element objetosci
dt okresla prawdopodobienstwo, ze w chwili t czastka znajduje si¢ w
elemencie objetosci dr.

AW (r1, 79, ...;t) = [U(r1, ra, ...; ) [2dT = p(ry, o, ... t)dT

dW

gdzie: p oznacza gestosce prawdopodoblenstwa p = <= 1; - wspotrzedne

(x,y,2) i-tej czastki; dr = dVidVs - - - dV.
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e Postulaty

e Postulat drugi: Kazdej wielkosci mechanicznej zapisanej jako funk-
cja F wspohrzednych i pedow, F'(ry,ry, ..., p1, P2, -..) przypisujemy ope-
rator kwantowomechaniczny 3 zgodnie z nastepujacymi regutami (tzw.
regutami Jordana):

0 o o

- — —ih - — —ih — —ih

pQ?Z axz ) pyz ayZ ) pZZ aZZ
Xy — Xy, Yi — Yi-, Zi T R
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e Postulaty

e Postulat trzeci: rownanie Schrodingera zawierajace czas:

. O
v —in”
ot

okresla zmiane funkcji falowe] ¥ w czasie

Czyli, jedli znany jest operator H i funkcja U(qr, @2, @3 -5 G55 Lo), tj-
stan ukiadu w pewnej chwili poczatkowej, t, to powyzsze rownanie
umozliwia wyznaczenie funkeji W(q1, g2, g3, ..., ¢, t), czyli stanu ukla-
du w dowolnej chwili.

Roéownanie Schrodingera zawierajace czas jest réwnanien
ruchu obowiazyjacym w mechanice kwantowej.
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e Postulaty

e Postulat czwarty: Rownanie stanu charakterystycznego wielkosci
F (zagadnienie wlasne operatora F): jezeli spelnione jest rownanie

Fd; = fi®,
f; wartos¢ wiasna
®; funkcja wlasna.
Wynikiem pomiaru wielkosci F moze by¢ tylko jedna z wartoscl wia-

snych operatora F'. Jezeli ®; jest funkcja stanu uktadu to zmienna F
ma w tym stanie doktadnie wartos¢ f;.
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e Postulaty

e Postulat piaty: o wartosci sredniej. Wartos¢ spodziewana f wiel-
kosci mechanicznej F, ktorej odpowiada operator F dana jest wyraze-
niem:

f= [V FUdr
Zakladamy, ze funkcja falowa jest unormowana.

7 warunku normalizacji funkcji W wynika, ze:

[V dr =1
Ogdlny wzor na f:
[ U FUdT
s URUdr
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e Konsekwencje wynikajace z postulatow

Postulat 1

Funkcja porzadna: skonczona, ciggta, jednoznaczna.

Funkcje klasy Q - catkowalne z kwadratem modutu.
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e Konsekwencje wynikajace z postulatow

Normalizacja funkcji falowe;

Funkcja unormowana gdy:

/ |\P<T17T27 ...,t)’sz =1

Jezeli:
[W(ry, 7, ..., t)|"dr = N
to
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e Konsekwencje wynikajace z postulatow

e Unormowaé funkcje falowa W(p) = Ne'™? okreSlona w przedziale
0,27] przy czym m jest liczba catkowita:

2T , 2
N? [ 7% ™Pdp = N? [ dp = N*2m = 1
0 0

czyli N = \/#2—%

Postaé¢ funkeji unormowanej: W(p) = ﬁeim@

e Unormowaé funkcje falowa W(r,9,¢p) = Ne ™ okreSlona w calej
przestrzeni (wskazowka: skorzystaj z wyniku T rie=dy = %)
0 a

00 T 2T
N([ e r?dr [ sinddd | dp) = N213 =1
0 0 0 a

3

czyli N = (%)

D[ —

Postaé¢ funkeji unormowanej: W(r, 4, ¢) = (%3)%6—&7"
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e Konsekwencje wynikajace z postulatow

Postulat 11

funkcja: xr— Y
operator: f(x) — g(x)

Przyktady operatorow:

. . 2 1
- energia kinetyczna elektronu (T' = £ = 5 - (p7 + p; + p?)):

~ 2 2 2 2 2 2
_p° _ _ k(0 0 __h*
I'= 2m 2m<8x2 + Oy + 822) 2mA
. . . . 2 ~ 2
- energia oddzialywania elektronu z jadrem (V' = —ZTG): V = —ZTG

- energia catkowita (hamiltonian): H=T+V
- skladowa x momentu pedu (M, = yp. — 2p,): (M, = —’ih@% - Za%>

- efc.
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e Konsekwencje wynikajace z postulatow

Operatory liniowe:

F(Uy +Ty) = Uy + FU,
F(cV) = cFV

AN

F(Cl\pl + CQ@Q) — Clp\pl + CQF\IJQ

gdzie 1, ¢ sa staltymi (réwniez zespolonymi)

Np. operatory rozniczkowania, calkowania sa operatorami liniowymi a
np. operatory potegowania, sprzezenia nie.
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e Konsekwencje wynikajace z postulatow

Operatory hermitowskie dla funkcji klasy Q:

[ EWydr = [ Uy(FU ) dr

e Sprawdzi¢ czy operator F =2 jest operatorem hermitowskim

/\IJTQZ\IJQCZT = —/\If2<22\111)*d7'

Operator F' = 2i nie jest operatorem hermitowskim.

e Sprawdzi¢ czy operator F =38 jest operatorem hermitowskim

/\IJT8\PQdT — /@2(8\111)*d7'

Operator F =38 jest operatorem hermitowskim.
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e Konsekwencje wynikajace z postulatow

e Sprawdzi¢ czy operator F' = % jest operatorem hermitowskim
wskazowka: skorzystac z catkowania przez czesci

Ju(x)v'(z)de = u(x)v(x) — rv(x)u(x)de

+00 d too +00
/ 1 \Ifgdx—qf\lfg ‘ / \PQ \Pd.f:
—00 dx N —00
+00 d §
Operator F= - nie jest operatorem hermitowskim.
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e Konsekwencje wynikajace z postulatow

e Sprawdzi¢ czy operator F= ’L — jest operatorem hermitowskim
wskazowka: skorzystac z caikowama przez czesct

Ju(x)v'(z)de = u(x)v(x) — rv(x)u(x)d

+00 d

d
éo da:

—Uydr = Wy [T / [ Wy Wide =
0

400 . d §
:_éo @2(@%@1) dx

Operator F= z — Jest operatorem hermitowskim.
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e Konsekwencje wynikajace z postulatow

Dziatania na operatorach:

suma: (F 4+ GV = F'U + GV
iloczyn: (FG)W = F(GV)
potega: F2U = F(F)

Komutator

Komutatorem operatorow F'i G nazywamy operator:

N

K = [F,G]

A AN AN N

FG - GF

Ji=

d

Gdy komutator sprowadza siec do mnozenia przez 0, wowczas mowimy,
ze operatory F'1 G sa przemienne, czyli komutuja.
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e Konsekwencje wynikajace z postulatow

W celu sprawdzenia czemu rowny jest komutator, dziatamy nim na
jakas dowolna funkcje.

F,Gf (@) = Lo alf(@) = (af (@) —a(* f(x)) =
fo) 40 f@) 2y f(r) = f(z)

czyli [%, .CIZ] =1
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e Konsekwencje wynikajace z postulatow

Wilasnosci komutatorow:

e [A,B] = —[B, A

o [A, A =0 n=123,..

o kA, B] = [A kB] =k[A,B] k- stala
o [A,B+C]=[A B]+A,C]

o [A+B,C]=[A,C)+[B,(]

e [AB,C] = A[B,C|+[A,C|B

e [A,BC] = [A,B]C + B[A,C]
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e Moment pedu

Ujecie klasyczne:

Moment pedu jest iloczynem wektorowym: wektora promienia wodzacego
r i wektora pedu p:
M=rxp

Moment pedu jest wektorem o sktadowych:

M, = yp. — zp,
M, = zp, — xp.
Mz — TPy — YPx

M? = M; + M, + M
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e Moment pedu

Ujecie kwantowe:

Konstrukcja operatorow dla skladowych momentu pedu:

A L, 0 0
M, = —’Lh(y@ — Zﬁ—y>
A L, 0 0
M, = —zh(z%v — x%z)
M, = —zh(aza—y — y%)
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e Komutatory

Wiasnosci komutacyjne operatoréw momentu pedu:

M,, M, = ihM.  [M,, M,] = —ihM.
M., M,] = ihM,  [M,, M.] = —ihM,
M, M.] = ihM, M., M,| = —ih M,

AN

[MQJMSU] - [M27My] - [M27MZ] =0
7 regut komutacji wynika, iz:
Rownoczes$nie ostro mierzalne sg: kwadrat momentu
pedu i jedna ze sktadowych.

Dwie dowolne skladowe momentu pedu nie moga by¢
rownoczesnie dowolnie dokladnie zmierzone.
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e Komutatory

Oblicz komutator [M,, M,]

(skorzystaj z wlasnosci komutatoréw oraz pochodnej iloczynu funkcji
(uv) = u'v + uv')

N %, s, 6’ 0
M, M, ) by — 2
d J., 0 ) s, 0., 0 d
PR 2 e — PR - - P -
(g, — 75, g, ‘a0 W, ~ %, Can v5,) =
—h(z s — 2 s —x 8—2+$3—|—$ s
Yoroz = ozoy Y922 Toy 020y
2 262 + :Ua—2+z s — 82)—
Yor ~ V" 0201 022 Jyox Zx@y@z B
s, s,
—_— 2 R — _.
h ($ay y@x) ihM.
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e Komutatory

Oblicz komutator [M?2, M,]

(skorzystaj z wlasnosci komutatoréw oraz wlasnosci komutacyjnych
operatoréw momentu pedu)

AN AN

(M2, M,] = [M?+ M.+ M2, M,] =

M, M) + [M;, M) + [M?, M,] =

MyMya Mx] + [MzMz, Mx] -

M, [ My, M,] + [M,, M) M, + N[N, M,] + [M., M,]M. =
M, (—ihM.) — ih M. M, + M ihM, + ihM,M, =
—ih M, M, — ih M, M, + ih M, M, + ih M, M, = 0
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e Konsekwencje wynikajace z postulatow

Postulat 111

Stany stacjonarne:
Hamiltonian nie zalezy od czasu lub (réwnowaznie)

gestosé prawdopodobienstwa nie zalezy od czasu

- _.E
qf(’l“l,’l“g, ,t) = \P(Tl, T2, ...,TN>6 th

E jest energig catkowity uktadu.
Po podstawieniu do rownania Schrodingera:

HU = BV

Jest to rownanie Schrodingera nie zawierajace czasu.

Czyli, czes¢ bezczasowa funkeji falowej 1 ostro okreslone wartosci energii
ukladu wynikaja z tzw. rownania Schrodingera nie zawierajacego czasu.

Tak wiec w przypadku stanow stacjonarnych gestos¢ prawdopodobien-
stwa nie zalezy od czasu jednakze niezaleznos¢ od czasu gestosci prawdo-
podobienstwa bynajmniej nie oznacza, ze od czasu nie zalezy sama funkcja
falowa.
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e Konsekwencje wynikajace z postulatow

Postulat 1V

Zatozenie: F' jest operatorem hermitowskim.
Teza: wartosci wlasne operatora F' sg rzeczywiste.

Fd; = fio,
PO = fro;
Mnozac przez &7 1 O,

[OF*Drdr = fF [ DiDdr

Lewe strony sg rowne wiec f; = f
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e Konsekwencje wynikajace z postulatow

Zatozenie: F jest operatorem hermitowskim
/e . * s .

. wartoscl wlasne f; 1 f;' sq rozne
Teza: funkcje wlasne sg ortogonalne:

FO; = f;®
P = 0

Mnozac przez ¢ 1 ®;

[ FOidr = fF [Pty

Lewe strony sg réwne wiec

(fz — f;) /@Z(Dde =0

[ ®;®3dr =0
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e Konsekwencje wynikajace z postulatow

Jednoczesna mierzalnosé wielkosci fizycznych

Kiedy dwie wielkosci fizyczne (obserwable), ktorym odpowiadaja opera-
tory F' 1 G sa réwnoczesnie doktadnie mierzalne 7

Z, postulatu IV wynika, ze ostro mozna okreslic wartosé¢ wielkosci
F gdy tunkcja stanu ¥ jest funkcjg wlasng operatora F'. Zatem jesli dwie
wielkosci F 1 G majg by¢ rownoczesnie ostro mierzalne to funkcja W winna
by¢ funkcja wlasng obu operatorow FiG.
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e Konsekwencje wynikajace z postulatow

Zasada superpozycji stanéw: zbior funkcji wlasnych {®;} do-
wolnego operatora kwantowomechanicznego F tworzy tzw. zbior zupeiny.
Kazdg funkcje porzadng ¥ mozemy rozwinaé:

a kwadrat wspotezynnika |¢;|* = cfe; jest prawdopodobienstwem, ze stan

U moze mie¢ wlasnosci opisane przez P,
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e Konsekwencje wynikajace z postulatow

Postulat V

Wynika posrednio z zasady superpozycji. Jezeli prawdopodobienstwo
udziatu funkeji ®; w funkeji opisujacej stan uktadu, czyli prawdopodobien-
stwo wystapienia wielkodci f; wynosi |¢;|? to érednia warto$é wielko-
Sci F jest zgodnie z zasadami statystyki jako:

f= ; Gl f
W oparciu o postulat V obliczymy:

f — / \IJ*F\IJdT =3 c?cj / CI),?F(I)de — ZCTCZfZ
1, v
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e Konsekwencje wynikajace z postulatow

e Oblicz p, jedli funkcja jest postaci U = e'**

et (—inDyetrdy  —ihp e ety -
Pa = re~thrgikz dy B dx B

e Oblicz p? jedli funkcja jest postaci ¥ = e

. 2 . . 9 .

o fe_m(—thig)emdx —hQIe_mdigemdx 5. 9

Py = T} = z = hk
JeTIT T Jdx

e Oblicz wartos¢ spodziewana
— energii kinetyczne]
— energii potencjalne;
— energii catkowite;
w przypadku oscylatora harmonicznego w stanie podstawowym, gdzie

U(z) = (M) dem2’  a=1e
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e Dygresja — notacja Diraca

Notacja Diraca:

[ D FDdr L (D,|F|D;)

[Or0jdr = [ DDA L (D[1]0)) = (D] D;)
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