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Metoda Hartree-Focka
(réwniez znana jako metoda pola
samouzgodnionego)
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Przypomnijmy, ze w ramach przyblizenia
Borna-Oppenheimera operator H dla czasteczki
zawierajacej K jader atomowych i N
elektronow przyjmuje postac:

. 1 N N K 7.
H- Y Vi-y Y i+
i=1

i1o=1Tia 2i3

Operator ﬁ(i) odnosi sie teraz do pojedynczego
elektronu:
N 1 K 7Z 1N 1
h(i)=—2-VZ- Y 24+ -y =
( > 2 agl Fiq 2 le I'ij
czy ) ) ) ) J#
h(i) = T; + V{* + V¢©
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Poniewaz wieloelektronowa funkcja falowa jest otrzymywana
przez rozwiazanie réwnania Schrodingera:

HY = EV

w zwiazku z tym mozemy pokusi¢ sie o napisanie
analogicznego réwnania dla jednoelektronowej funkcji z
operatorem h(i):

h(i)o(i) = e;o(i)?777?

To réwnanie jest niepoprawne ze wzgledu na ostatni sktadnik
w h(i), tj. V°“, (zalezno$¢ od pozostatych elektrondw).
Hartree i Fock zaproponowali jak sobie radzi¢ z tym cztonem i
poprawny operator (operator Focka) dany jest wyrazeniem:

F(i) =T+ Ve + 3, - K;
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a odpowiednie réwnania Hartree-Focka przedstawiaja sie
nastepujaco:

F(i)¢p(i) = epotp(i) p=1,2,...,N

Oddziatywania pomiedzy elektronami w operatorze Focka sa
reprezentowane przez czton kulombowski J; zdefiniowany jako:

N
ji:ZJ Z/() (j)dr;
q=1

z nastepujaca definicja catki J,;:

= (¢p|Jqldp) = //cb dp(i)¢q(j)dndry = (pqlpq)
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a czfon wymienny K; przyjmuje postac:

gdzie /(i) jest zdefiniowany poprzez dziatanie na
jednoelektronowa funkgcje:

/¢ (1)d730q(i)

a catka jest definiowana nastepujaco:

Kpa = (0plKaltp) = [ [ 6,09500),-0u(i)oy(5)dndr = (palap)
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Réwnania Hartree-Focka

F(i)¢p(i) =e6op(i) P=1,2,...,N

sa skomplikowanymi réwnaniami catkowo-rézniczkowymi, ktére
nie sa fatwe do rozwiazania. Otéz funkcje ¢,(i), ktdre sa
znajdowane rozwiazujac powyzsze réwnanie, sa uzywane w
celu zdefiniowania operatora Focka poprzez operatory J i K.
To zmusza nas do rozwiazywania réwnan HF w sposéb
iteracyjny: na poczatku zaktadamy dowolna funkcje ¢,(7) (im
blizsza rzeczywistej tym lepiej) co pozwala nam skonstuowac
operatory Ji K a potem rozwiazujemy réwnania HF zeby
otrzymac nowy zestaw funkcji ¢, (i), ktére uzywamy w celu
zdefiniowanoia nowych operatoréw JiK.
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Energie orbitalne

Wielkosc €, wystepujaca w rownaniach Hartree-Focka jest war-
toscia wlasna operatora Focka i ma sens elektronu opisywane-
go spinorbitalem ¢, poruszajacego si¢ w polu jader atomowych
i uérednionym polu pozostatych elektronéw. Jest to tzw. energia
orbitalna.

7 réwnania Hartree-Focka

F(Z)Cbp(l) = €p¢p<l) p= 17 27 cee 7N
otrzymujemy (tj. mnozac z lewej strony przez ¢, i catkujac):
ep = (9plFldp) = (PIF|p)
N
= (pITIp) + IV Ip) + = (Jpg = Kopg)

Suma energii orbitalnych wszystkich N elektronéw:

]V :\Y
Y oep= 3 T yen > (Jpg — K,
o= 2 (pITI) + V) + % (Jpg = Kpg)
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Z drugiej strony energia N-elektronowego uktadu mo-
ze by¢ obliczona z wyrazenia na wartosé oczekiwana:

E = (0|H3)
= Y ITip) + V) + L Y (g Ky
p=1 2]},(1:1 pq pq

Zatem finalne wyrazenie na energie elektronowa mozna zapisac:

N I
E= Y e¢—- ¥ (Jyg— K
p:lfp 2p1q:1< Pq pg)

Poniewaz w energii orbitalnej elektronu zawarta jest
energia oddzialywania z wszystkimi pozostalymi elek-
tronami, zatem sumujgc energie orbitalne wszystkich
elektronéw uwzgledniamy oddziatywanie kazdej pary
elektronéw (np. elektronéw k i 1) dwukrotnie: pierw-
szy raz w energii elektronu k, drugi raz w energii elek-
tronu 1. Stad suma energii orbitalnych jest pomniej-

szona o energie oddzialywania miedzyelektronowego.
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Rozwiazywanie réwnan Hartree-Focka:
metoda pola samouzgodnionego
(SCF: Self Consistent Field)

Przyktad: uktad dwoéch elektronéw - jeden orbital, dwa
spinorbitale - jedno réwnanie

F(1)¢1(1) =e101(1)

gdzie F(1) przyjmuje postac:
« 1 X Z,
F(1)= —gvf -

a=1 I'iq

+2J,(1) — K4(1)

Poniewaz z definicji operatoréw J i & wynika, ze

T(1)en(1) = Kie(1) (1)
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wobec czego ostatnie réwnanie mozna zapisac jako:

1 K 7.
(—gvf -

a=1 o

+31(1)p1(1) = 14 (1) (1)

A

a Ji(1) jest réwne:

) = [6i2) o 2dn

Ztozonos$c¢ tego réwnania polega na tym, ze funkcje ¢,
znajdujemy rozwiazujac réwnanie (1), ale aby to
réownanie utworzy¢ winniSmy znac¢ operator jl(l) a tym
samym funkcje ¢;.
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Rozwiazaniem tego problemu jest schemat iteracyjny:

© Zaktadamy dowolng funkcje ¢ - im blizsza rzeczywiste;
tym lepigj

Q Konstruujemy operator jl(l), a tym samym réwnanie
Hartree-Focka

© Rozwiazujemy réwnanie (1), tym samym znajdujemy
funkcje ¢1 - z reguty rézng od zatozonej.

(% ) Konstruujemy operator jl(l), tym razem w oparciu o
znaleziong funkcje ¢

© Powtarzamy punkty 3 i 4 tak dtugo az funkcja
wyznaczona z réwnania 1 nie bedzie si¢ r6zni¢ od funkgji
uzytej do konstrukcji operatora Ji(1)
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Poniewaz funkcja ¢; (gdy w operatorze .J;(1) opisuje
elektron 2) definiuje potencjat w jakim porusza sie
elektron 1, wiec metoda SCF prowadzi do uzgodnienia
potencjatu wyjsciowego z tym jaki uzyskuje sie z
réownania Hartree-Focka, stad nazwa SCF.

W ogdlnym przypadku dla orbitali na wstepie zaktadamy

postac wszystkich orbitali by w pierwszej iteracji - po

skonstruowaniu operatoréw .J i K po rozwigzaniu &

2
rownan - wyznaczy¢ wszystkie orbitale. Te z kolei
postuzg do skonstruowania operatoréw i réwnan ... itd.

az do samouzgodnienia.
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Metoda Hartree-Focka-Roothaana

Przedstawiamy orbital (atomowy lub molekularny) jako
kombinacje liniowg pewnych funkcji bazowych x,:

oi(1) = Zx(l) 1)

gdzie M jest rozmiarem bazy.
Wstawiajac ostatnie rozwiniecie do réwnania Hartree-Focka:

A

F(i)p,(i) = eppp(i) p=1,2,.,N
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po kilku przeksztatceniach otrzymujemy:

M M
Z E)r‘c'r‘i =€ Z C’r’[ﬁSq’r dla q= 17 e 7]\4

lub

M
Z(Fq,, —€;Syr)Cri =0 dorq=1,---,M

r

lub w postaci macierzowe;j:

FC =SCE

where

F - macierz Focka

S - macierz catek nakfadania
C - macierz wspdtczynnikéw
E - diagonalna macierz energii
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Elementy macierzy Focka (F) zapisywane sa jako:

M M
Fy = b+ 33 Pul(gtlru) — (gtlur))
t u

gdzie:
ha = [ @@ + T (0)xe ()

) = [0 v,

elementy macierzy gestosci (Py,) definiowane s3 nastepujaco:

N
*
P, = Z CyjCuj
J
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W praktyce prawie wszystkie obliczenia
hartree-fockowskie prowadzi sie metoda
Hartree-Focka-Roothaana.
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Schemat iteracyjny rozwiazywania réwnan
Hartree-Focka-Roothaana:

© Okreslamy baze funkcyjna x;

© Zaktadamy postaé orbitali poprzez przyjecie pewnych
wspotczynnikéw w réwnaniu (1)

© W oparciu o zatozone wspétczynniki C wyznaczmy
macierz P

@ Obliczanie elementéw macierzy F

© Diagonalizacja macierzy F i tym samym znalezienie
macierzy C (czyli nowego kompletu wspétczynnikéw
kombinagji liniowej)

© Wracamy do punktu 2.
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— s UHE

@ RHF(Restricted Hartree Fock) - metoda
Hartree-Focka z ograniczeniami spinowymi:
uktady zamknietopowtokowe, % orbitali, kazdy
podwdjnie obsadzony

@ UHF(Unrestricted Hartree-Fock) - metoda
Hartree-Focka bez ograniczen spinowych:
[ spinorbitali ze spinem « oraz k spinorbitali
ze spinem (3, czesci przestrzenne dla obydwu
typéw orbitali s3 rézne (DODS - Different
Orbitals for Different Spins)
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wady UHF:
@ brak dobrze zdefiniowanego spinu

@ trudnosci z rozwigzywaniem réwnan
zaleta UHF:
@ jest konsystentna rozmiarowo (ekstensywna)

RHF
wada RHF:

@ nie jest konsystentna rozmiarowo
zaleta RHF:
@ dobrze zdefiniowany spin

| A\

@ dobra zbiezno$¢ réwnan HF

&
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Wymiarowa ekstensywnosc

Poprawne skalowanie sie energii z rozmiarem uktadu
—— poprawne odseparowanie nieoddziatujacych
fragmentow

Dla molekuty AB sktadajacej sie z nieoddziatujacych
fragmentéw A i B mamy:

E&e = Egc + E¢c
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Krzywe energii potencjalnej (PECs - Potential

Energy Curves) dla dwuatomowych czasteczek
(A-B)

E vs. Rap (np. krzywa Morse’a)
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