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Przeksztatcenie przez podobienstwo

Macierz A i B nosza nazwe macierzy podobnych,
jezeli istnieje taka macierz C, ze:

C'AC=8B (1)
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Przeksztatcenie przez podobienstwo

Dla kazdej macierzy hermitowskiej istnieje
przeksztatcenie przez podobienstwo, ktére
przeprowadza j3 w macierz diagonalna. Macierz
tego przeksztatcenia jest macierza unitarng a samo
przeksztatcenie nazywane jest najczesciej
przeksztatceniem unitarnym. Jezeli przez H
oznaczymy macierz hermitowska a przez C macierz
unitarng tego przeksztatcenia to powyzsze
stwierdzenie mozna zapisaé:

C'HC=D (2)

gdzie D jest macierza diagonalna.
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Przeksztatcenie przez podobienstwo

Wybierzmy teraz z macierzy C i-tg kolumne, tzn.
macierz jednokolumnowa C; i dokonajmy przy jej
pomocy tej samej operacji na macierzy H:

C'HG = d; (3)

Otrzymamy w rezultacie i-ty element diagonalny
macierzy D. Na podstawie réwnania (3) dochodzimy
do wniosku, ze:

HC; = d:C; (4)
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Przeksztatcenie przez podobienstwo

Jezeli elementy jednokolumnowej macierzy C;
potraktujemy jako sktadowe pewnego wektora w
przestzreni n-wymiarowej to réwnos¢ (4)
interpretujemy nastepujaco:

macierz H dziatajac na wektor przedstawiony w
postaci jednokolumnowej macierzy C; przeprowadza
go w ten sam wektor pomnozony przez pewna
liczbe d;. Méwimy woéwczas, ze wektor C; jest
wektorem wtasnym macierzy H z wartoscig wtasna
d;. Wektory wtasne s3 wiec kolumnami macierzy C.
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Przeksztatcenie przez podobienstwo

Ogdlniej mozemy zapisaé wniosek (4) w postaci:

HC = CD (5)

gdzie C jest macierza wektoréw wtasnych,
natomiast D macierza diagonalng wartosci wtasnych
odpowiadajacych kolejnym wektorom macierzy C.
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Znajdowanie wartosci wfasnych

Problem znalezienia wartosci wtasnych sprowadza
sie w takim ujeciu do utworzenia odpowiedniej
macierzy C, spetniajacej:

HC = CD (6)
lub diagonalizujacej macierz H w przeksztatceniu
unitarnym:

C'HC=D (7)
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Przeksztatcenie przez podobienstwo

Jesli dla danej macierzy H istnieje taka macierz C,
ze:

C'HC=D (8)

to moéwimy, ze macierz H jest diagonalizowalna a
powyzsza operacja to diagonalizacja macierzy.
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Diagonalizacja macierzy

Diagonalizacja macierzy jest jednym z bardzo
waznych etapéw obliczen w chemii kwantowe;j.
Istnieje wiele metod diagonalizacji macierzy
symetrycznych jak i niesymetrycznych.
Dla macierzy symetrycznych gtéwnymi metodami
diagonalizacji sa:

@ metoda Jacobiego

@ metoda Householdera

@ metoda Davidsona
Dla macierzy niesymetrycznych:

@ metoda QR

@ metoda Hirao i Nakatsujego



Diagonalizacja macierzy

Metoda Jacobiego, Householdera i QR
charakteryzuja sie tym, iz proces diagonalizacji
pozwala znalez¢ wszystkie wartosci wtasne i wektory
witasne.

Natomiast metoda Davidsona oraz jej uogdlnienie
na macierze niesymetryczne, czyli metoda Hirao i
Nakatsujego, umozliwia znajdowanie tylko
wybranych wartosci wtasnych i wektoréw wtasnych.
Ta ostatnia grupa metod jest stosowana w
przypadkach duzych czy tez bardzo duzych macierzy
(macierze o stopniu réwnym kilku milionom).
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Diagonalizacja macierzy

Diagonalizacja duzych macierzy

Stosowana technika diagonalizacji

Metoda Davidsona
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Diagonalizacja macierzy

Diagonalizacja duzych macierzy

Chcemy otrzymac niewielka liczbe wartosci
wtasnych i wektoréw wtasnych.
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Diagonalizacja macierzy

Dla przejrzystosci oznaczenh zaktadamy, ze:

@ macierze kwadratowe oznaczamy kolorem
czerwonym, np. A, A.

@ wektory (macierze jednokolumnowe) s3
oznaczone kolorem niebieskim, np. b;, c¢;, d;, €;,
Xiy Yi-

@ liczby (elementy macierzy) oznaczamy kolorem
czarnym, np. A,;, by, a.
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Diagonalizacja macierzy

Metoda Davidsona
A: macierz diagonalizowana

Musimy zaczaé¢ od wektora startowego
b(begin)=by

Wtedy w kazdej iteracji konstruujemy (zgodnie ze
wzorem Davidsona) nowy wektor b; oraz wektor c.
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Diagonalizacja macierzy

Metoda Davidsona
Wektor c, jest przyblizeniem prawdziwego wektora
wtasnego macierzy A jako liniowa kombinacja
dotychczas znalezionych wektoréw b:

c=)> a,b
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Diagonalizacja macierzy

Metoda Davidsona

Gtéwnj ideg metody Davidsona jest konstrukcja
matej macierzy A, ktoérej elementy dane s3 wzorem:

a;j = (bilx;)

Xj = Ab,
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Diagonalizacja macierzy

Ogodlny schemat znajdowania przyblizonych wartosci

i wektoréw wtasnych macierzy A

@ znajac n wektoréw { by, by, ..., b,};
@ konstruujemy n wektoréw {xi, X2, ..., X, };
@ oraz macierz 74, jako:

aj = (bilxi);

o diagonalizujemy macierz A otrzymujac n
wartosci wiasnych {1, Ao, ..., A\, } oraz n
wektoréw wtasnych {aq, an, ..., a,}
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Diagonalizacja macierzy

Ogolny schemat znajdowania przyblizonych wartosci

i wektoréw wtasnych macierzy A
@ jedna z warto$ci wtasnych (np. \;) przybliza
(poszukiwang) wartos¢ wtasng macierzy A,
a odpowiadajacy jej wektor wtasny {«;}
wykorzystywany jest do wyznaczania
przyblizonego wektora wtasnego macierzy A, c;,
jako:

G = Z aribr
r
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Diagonalizacja macierzy

Konstrukcja wektora Davidsona

Jezeli wektor ¢; jest wektorem wtasnym macierzy A
to powinien spetniac réwnanie:

AC,' = /\,'C,'
lub
AC,' — /\,'C,' =0

Jezeli \; oraz ¢; s3 tylko przyblizeniami to mozna
zdefiniowac wektor réznic (btedéw) e,; jako:

B = Y — i =0
yi = Ac;
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Diagonalizacja macierzy

Konstrukcja wektora Davidsona

Jezeli wektor réznic jest rowny 0 lub jest nizszy od
pewnej wartosci progowej to réwnanie wtasne jest
rozwigzane. Jezeli nie to konstruujemy wektor
Davidsona d; jako:

€y

dyj =
)\i — Arr

Wektor d; po zortogonalizowaniu do istniejacych n
wektoréw {b;} dotacza sie do istniejacych
przestrzeni rozpinanej przez wektor {b;}, tzn. staje
sie wektorem b, 1.
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Diagonalizacja macierzy

Metoda réwnan ruchu sprzezonych klasteréw

(EOM-CC)

W praktycznych realizacjach metod EOM-CC
macierz Hy jest stosunkowo duza w zwiazku z tym
podstawowg technika diagonalizacyjng okazuje sie
by¢ metoda Davidsona uogélniona dla macierzy
niesymetrycznych, ktéra nie wymaga konstruowania
I przechowywania w pamieci komputera
diagonalizowanej macierzy.
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Diagonalizacja macierzy

Metoda réwnan ruchu sprzezonych klasteréw

(EOM-CQ)

Jak wspomniano wczesniej najwazniejszym etapem
diagonalizacji Davidsona jest wyznaczenie wektora xy,
bedacego iloczynem diagonalizowanej macierzy A oraz wektora
b(k), ktéry jest przyblizeniem poszukiwanego wektora
wtasnego:

xi = Ab(k) (9)

W metodzie EOM-CC wektor b(k) jest wektorem amplitud
R(k) a macierz A jest macierzag Hy, czyli

x« = HyR(k) (10)
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Diagonalizacja macierzy

Metoda réwnan ruchu sprzezonych klasteréw

(EOM-CC)

Wektor x, mozemy wyznaczyé mnozac macierz Hy przez
wektor R(k) albo biorac kontrakcje pomiedzy operatorami Hy
i R(k). Drugie podejscie jest korzystniejsze gdyz umozliwia
pominiecie etapu tworzenia duzej macierzy Hy.

Wektor x, mozemy wiec zapisac jako:

X3 (k) = (®22|(FiuR(K))el o) (11)

y

Tak wiec konstrukcja réwnan metody EOM-CC sprowadza sie
do wygenerowania wkfadéw, najczesciej w postaci
diagramatycznej, wynikajacych z powyzszego réwnania.
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