TEORIA FUNKCJONALU

GESTOSCI
(Density Functional Theory - DFT)

Monika Musiat



PRZEDMIOT BADAN

Uktad N elektronow

+ K jader atomowych

Przyblizenie Borna-Oppenheimera




Zamiast funkcji falowej ¥(ry, 01,192,079, ...) zaleznej od
3N wspotrzednych przestrzennych i N wspotrzednych
spinowych poszukujemy funkcji gestosci p(x,y,z) za-

leznej od trzech wspoélrzednych przestrzennych

1
p(r)=N > 1/dngTg...dTN]\IJ(T, 01,79, 09, .., TN, ON )|
0'1:—§




Jesli wycalkujemy gestos¢é prawdopodobienstwa po wszystkich
wspolrzednych przestrzennych z wyjatkiem jednej (dowolnie wy-
branej - nierozréznialnosé elektronéw) i po wszystkich wspol-
rzednych spinowych, uzyskamy gestos¢ elektronowsg (wielko$é

mierzalng w krystalografii).




Funkcja gestosci p(x,y, z) ma te wlasnos¢ (dos¢ oczywista), ze

catka po calej przestrzeni rowna jest liczbie elektronow

| p(z,y, z)dzdydz = N




I twierdzenie Hohenberga 1 Kohna

Gestosc¢ elektronowa stanu podstawowego p, wyznacza

potencjat zewnetrzny uktadu (z doktadnoscia do stalej).

e (Gestos¢ elektronowa
= potencjal zewnetrzny V
— hamiltonian H

= funkcja falowa ¥,




Jesli znamy gestos¢ elektronowa ukladu, to z tego
mozemy wydedukowac¢ postaé¢ hamiltonianu, a z ha-
miltonianu takze postaé¢ funkcji falowej, czyli potra-

fimy doktadnie opisaé¢ caly uktad.

0o — H —= U, — F,




Przyktad

Zatozmy, ze mamy podang gestos¢ elektronows, ktorg mozemy przedstawic
oraficznie w postaci chmury prawdopodobienstwa, ale nie wiemy nic o ukladzie
jakiego ona dotyczy. Czy jest to np. czasteczka wody czy benzenu, nie mamy
zadnych informacji o ukladzie poza gestoscia. Aby — zgodnie z I twierdzeniem
Hohenberga-Kohna — moc okreslic hamiltonian musimy najpierw wiedzie¢

jaka to jest molekuta, czyli musimy okresli¢ tadunki i potozenia jader.

Czy potrafimy to odczytac patrzgc na rozktad gestosci elektronowej?




Otoz tak: pozycje jader atomowych sg okreslone przez punkty niecigglosci
pierwszych pochodnych. Otoz dla przekroju w plaszczyznie czasteczki widzimy;,
ze sg maksima zakonczone ostrzem, co wskazuje na nieciggltos¢ pierwszej po-
chodnej. Natomiast nachylenie powierzchni pozwala na precyzyjne okreslenie

tadunku jadra.

Mamy wiec sposob aby jednoznacznie 1 precyzyjnie okresli¢ potozenia i ta-
dunki jader, a stad rodzaj 1 geometri¢ czasteczki, z czego natychmiast mo-
zemy skonstruowac¢ hamiltonian, a rozwigzujac rownanie Schrodingera, otrzy-

mac funkcje falowa, co jest trescig pierwszego twierdzenia Hohenberga-Kohna.




Podsumowujac, gestosé:

e catkuje sie do liczby elektronow
e ma ostrza w potozeniach jader

e pochylos¢ ostrzy okreslona jest przez tadunki jader

Hamiltonian okreslony jest przez:
e liczbe elektronow
e potozenia jader

e tadunki jader




11 twierdzenie Hohenberga 1 Kohna

Istnieje funkcjonat dajacy najnizsza energie ukiadu, czyli
energie stanu podstawowego, tylko wtedy gdy funkcja gestosci

elektronowej jest doktadna funkcja gestosci stanu podstawo-

wego po.




Mozemy zatem, korzystajgc z tego twierdzenia, po-
szukiwaé¢ owej doktadnej gestosci minimalizujac, zgod-
nie z zasadg wariacyjng, wartos¢ funkcjonalu. Mo-
zemy w ten sposdb wygenerowac¢ rownania znane jako
rownania Kohna-Shama. Metoda DFT oparta jest na
ich rozwigzaniu. Sg to rO6wnania co do zasady bardzo
podobne do rownan Hartree-Focka, zatem zostang one

przedstawione na tle metody Hartree-Focka.




Zastosowanie II Twierdzenia HK

= Metoda Kohna-Shama:

Wyznaczanie (spin)orbitali molekularnych

(atomowych)

Rownania Kohna-Shama




Hamiltonian uktadu

. 1 N N K Z N 1 K ZaZ
H=-—-$Vi-y ¥ 2% ¢ — 4 § =990
2i=1 i=la=1Tjq i>j=1T; a>f=1 Tug
|
stata

ﬁ:Te‘FVej"'Vee‘ijj




Najlatwiej przedstawi¢ metode DF'T

w ujeciu Kohna-Shama odnoszac ja

do metody Hartree-Focka.




METODA HARTREE-FOCKA

Funkcja falowa: wyznacznik Slatera

1
Woppm — -
HF N1

on(1) on(2) -+ on(N)

¢; — spinorbitale Hartree-Focka
wyznaczone w oparciu o kryterium wariacyjne dajace

najnizsza energie dla jednowyznacznikowej funkcji talowe;j




Gestos¢ elektronowa p w metodzie Hartree-Focka

Dla funkcji falowej zapisanej poprzez

wyznacznik Slatera

p(r) = 5 |61 (1)

HE _ spinorbitale molekularne (atomowe)




Czy mozemy moéwic o funkcji falowej w metodzie DFT?

Scidle biorac nie, bo metoda DFT postuguje sie
wylacznie funkcjg gestosci.
A czy mozemy wyznaczy¢ energie uktadu wylacznie na
podstawie funkcji gestosci?

Niektore sktadniki tak, z innymi bedg problemy.




Wyrazenie na energie w metodzie Hartree-Focka:

N I N
B = Iy +—= — K
o1 P ™ QPJQZ:l(Jpq pa)
odzie
Iy = | ¢p(1)*h(1)gp(1)dy
a ponlewaz
h(l)=—=V7i— ¥~ —
1) 2V1 a=1T14

mozemy energie w metodzie Hartree-Focka zapisac¢ jako

N N I N I N
E= Y1)+ > Vo+- ¥ Jpg—2 ¥ K
p=1"" " p=1 P 2pg= ™ 2pg=




gdzie nowo wprowadzone oznaczenia T) 1V, s zdefiniowane

jako
|
Ty = — 1 651 Vidy(1)dm
| Lo
Vo == = /631 “p(1)dn

Dwa sktadniki, sposrod czterech wystepujacych w réwnaniu (2),
mozemy w sposob scisty wyrazié¢ jako tunkcje gestosci elektrono-

wej: Vi oraz Jpq




Vi
Catke
K Z
Vp=— % J ¢;(1)le¢p(1)dﬁ

mozna zaplsac poprzez gestosc elektronowy pp

K Z
Vp=— %/ pp(1)—dmy

o

a pp(1) jest zdefiniowane jako:

pp(1) = ¢,(1)dp(1)




JPC]

Catka kulombowska

1
Jpg =/ %(1)%(2)m¢p(1)¢q(2)dﬁdm = (pq|pq)

moze by¢ przedstawiona jako:

1
Jpg =/ Pp(l)mpq@)dﬁd@

a pp(1) (pg(2)) jest gestodcia elektronowy dla spinorbitalu ¢y (¢q)

pp(1) = ¢,(1)dp(1)




Natomiast ani sktadnik reprezentujgcy energi¢ kinetyczng 1,

1
Ty = — 1 651 Vidp(1)dm
ani skladnik wymienny K pq:

Kpq = /¢;<1>¢;<2>7;¢q<1>¢p<2>dndm — (plap)

nie dadza sie wyrazi¢ w sposob Scisty poprzez funkcje gestosci




Teoretycznie biorgc moznaby skorzystac z wyprowadzonego jeszcze w latach
dwudziestych ubiegltego wieku przez E. H. Thomasa i E. Fermiego wyrazenia
na energie kinetyczng tzw. gazu elektronowego (reprezentujacego elektrony w

metalu) jako funkcje gestosci elektronowe;:

Trrlp] = Cr [ p(r)dr

gdzie
Cp = > (372)
T

ale zastosowanie powyzszego wyrazenia do molekut prowadzi do rozczarowuja-

[GV]\}

cych rezultatow: wigzanie chemiczne nie istnieje.




Bardziej przydatnym okazato si¢ wyrazenie na energie wymienng zapropono-

wane w roku 1930 przez P. Diraca dla gazu elektronowego:

Kplp] = —C. [ p3(r)dr

gdzie
3 3.1
Cx — —(—)3
4<7r>

ktore po niewielkiej modyfikacji znalazto zastosowanie w jednym z wariantow

wspotczesne] metody DET.




Zatem - formalnie rzecz biorgc - moznaby zapisaé¢ energie mo-

lekuly poprzez funkcje gestosci elektronowe;j

E=T+V+J+K (3)

5

T = Trr[p] = Cr [ p3(r)dr

V=3 V,=—53 % [pp(1)—dn
p=1 p=1a=1 o
1 N 1 N 1
2p’qZ:1 Pq 2p,qZ:1/pp( )r12IOQ( > T1A72




Jak rozwigzaé problem energii kinetycznej w meto-
dzie DFT?




Pomyst Kohna i Shama

Zalézmy, na chwile, ze hamiltonian ma postac
H=T+V\+XJ+K) (4)

gdzie nowo wprowadzonym parametrem jest \. Jezeli A = 1 wtedy

mamy hamiltonian standardowy gdzie

VA =1)= %V, (5)

p=1

natomiast dla A = 0 elektrony przestajg ze sobg oddzialywaé, a
V(A=0) (6)
przyjmuje taka wartosé, ze rozwigzaniem réwnania Schrodingera
(T+V(AN=0)V, =EV, (7)

jest w dalszym ciggu doktadna funkcje falowa.




Jezeli elektrony nie oddzialuja to funkcja ¥, jest w sposob
Scisly wyrazona za pomoca pojedynczego wyznacznika Slatera,

utworzonego z orbitali ¢,.

V,, — wyznacznikowa funkcja falowa

dla elektronéw nieoddziatujacych

o1(1) ¢1(2) -+ ¢1(N)
P2(1) @2(2) -+ @a(N)

on(1) on(2) -+ dN(N)




Zatem dla takiej sytuacji wyrazenie na energie kinetyczng mo-

zemy zapisac jako:

1
Ty = By = (0] - 22 VI, = — Z | p(1)Vigp(1)dm

Mozemy wiec powiedzieé, ze dla hipotetycznych elektronéw
nieoddziatujacych energia kinetyczna poprawnie jest wyrazona
takim samym wzorem jak w metodzie Hartree-Focka (HF) (pa-
mietajmy, ze energia kinetyczna w ramach metody HF nie przed-
stawia pelnej energii kinetycznej elektronéw, lecz tylko jej czesé

uzyskiwang w ramach modelu czastek niezaleznych).




Zastosowanie tego samego wzoru dla elektronéw oddzialujg-
cych

1
To = By = (¥ ol——ZV?I‘I’o>——— Z | 9p(1)Vigp(1)dm

prowadzi do niepoprawnej wartosci energii kinetycznej,

ale blad z tym zwigzany jest niewielki.




Elektrony oddziatuja:
Mozemy w tym przypadku takze skonstruowaé¢ podobng
funkcje wyznacznikowg jak dla elektronéw nieoddziatujacych i

funkcja ta nosi nazwe wyznacznika Kohna-Shama.




Elektrony oddziatuja: jednowyznacznikowa funkcja
Kohna-Shama jest pewna ”protezg” pozwalajgca

wyznaczy¢ energie kinetyczng

o1(1) ¢1(2) -+ ¢1(N)
1 (1) @22) -+ @2N)

on(1) on(2) -+ PoN(N)

¢»; — spinorbitale Kohna-Shama




Na podstawie tak zbudowanej funkcji falowej, tzn.
na podstawie wyznacznika Kohna-Shama, wyznaczmy
energie kinetyczng zgodnie z wyrazeniem na wartosc¢

oczekiwang operatora

1

1 N
Exin = (YKs| — 2§Vi2\‘I’KS> =

—5 .2, [ #p(1)Vigp(1)dry

Powyzsze wyrazenie nie reprezentuje poprawnej
wartosci energii kinetycznej (V¢ jest funkcjg falowa
dla fikcyjnego uktadu elektronéw nieoddziatujacych a
nie dla elektronéw rzeczywistych), ale stanowi zdecy-
dowanie lepsze przyblizenie niz wspomniany wczesniej

wzoOr Thomasa-Fermiego.




Podsumowujac:

W metodzie HF energia jest przedstawiona wyrazeniem:

1N

E = [ $5(1)Vidp(1)dry

2p1

N K Z@
— > X 1)—d
Pl an 1/Pp< >7'104 ]
1 N 1
+ - / — dTldTQ
2pq . ﬂp( ) o pq()
1 N

- [op(1)dg(2) — ¢5q( )op(2)dTid

qu 1




Wyrazenie na energie w metodzie DFT:

N N I N
E=>T),+ >~ Vp+- ¥ J E 9
p=1 p+p=1 p+2p,q21 pq T Fac )
gdzie E,.  jest funkcjonalem korelacyjno-

wymiennym.




Zauwazmy, ze przejScie od modelu elektronéw nieoddzialujag-
cych (gdzie mamy dwa skladniki w wyrazeniu na energie: czlon
odpowiedzialny za energie kinetyczna oraz wyraz V(A = 0), ktéry
sprawia, ze jednowyznacznikowa funkcja falowa jest funkcjg do-
ktadng) do modelu (rzeczywistego) elektronéw oddzialujacych,
powoduje pojawienie si¢ skladnika V), (rzeczywiste oddzialywanie
z jadrami atomowymi) oraz sktadnika J,, (kulombowskie oddzia-

lywanie chmury elektronowej ze sobg).




Aby powyzsze wyrazenie reprezentowalo doktadna energie na-
lezy jeszcze uwzglednié fakt, ze:
a)ruch elektronéw jest skorelowany (dziura korelacyjna)
b)elektrony o tym samym spinie unikaja sie ze wzgledu na zakaz
Pauliego (dziura wymienna)
c)dodaé poprawke do wyrazenia na energie kinetyczna, wynika-
jaca z faktu, ze wyznacznik Kohna-Shama nie jest funkcja do-

ktadna.




Wszystkie te poprawki do energii (korelacyjna, wymienna, do
energii kinetycznej) zawierajg sie w skladniku FE,. . Jak najdo-
kladniejsze wyznaczenie tego skladnika jest glownym celem ba-

daczy zajmujacych sie rozwijaniem metody DFT.




Wyrazenie na energie w metodzie DFT:

_ 2
b= 2p 1/¢p( ) 1¢p(1)d7-1

N K Loy

— 1)——d
o=tz | oL —dm
1 N 1

+ = —pg(2)dTdT
2 pa= 1//019( ) 12:0q< )dridro

+ Exclp)

(10)




Stosujac zasade wariacyjng otrzymaliSmy z wyrazenia na ener-

gie rownania Hartree-Focka.

Na podstawie Il twierdzenia Hohenberga-Koha mozemy zasto-
sowaé zasade wariacyjng do wyrazenia na energie w metodzie
DFT w ujeciu Kohna-Shama i wygenerowaé¢ odpowiednie row-

nania, ktore bedziemy nazywaé¢ ré6wnaniami Kohna-Shama.

Bioragc pod uwage podobienstwo wyrazen na energie w meto-
dzie HF i w metodzie KS mozemy przewidywacé, ze odpowiednie

réwnania pozwalajgce wyznaczyc¢ orbitale tez beda zblizone.




Ogoblny zapis rownan HF

(—5V2+ Vor)oi = €

Verr — potencjal etektywny Hartree-Focka




Ogoblny zapis rownan KS

(=32 + Vig)oi = €

Vicg — potencjal zewnetrzny dobrany tak by uktad
N nieoddziatujacych elektronéw wykazywat doktadna

gestos¢ elektronowa.




ROWNANIA HARTREE-FOCKA

F(1)op(t) = epop(t) p=1,2,.N

F (1) — operator Focka

¢p — spinorbitale




ROWNANIA KOHNA-SHAMA

F(1)op(t) = epop(t) p=1,2,..N

F (i) — operator Kohna-Shama

¢p — spinorbitale




Metoda Hartree-Focka

Operator Focka

F(i) = hli) + = Jo(i)= T Kol

h(i) — operator jednoelektronowy
Jy(i) — operator kulombowski

Ky(i) — operator wymienny




Metoda Kohna-Shama

Operator Kohna-Shama

F(i) = h(i) + qgl Jo(i) 4 Vil

h(i) — operator jednoelektronowy
Jy(i) — operator kulombowski

Vic(1) — operator korelacyjno-wymienny




Metoda Hartree-Focka

Operator jednoelektronowy

l_o K Zg
h _ V4 — —
<Z) QVZ agl Tiov

Zqo — tadunek jadra o

ri, — 0dleglos¢ elektron-jadro




Metoda Kohna-Shama

Operator jednoelektronowy

1 2 K Z@
hii) = —-V% — s
(Z) QVZ 0421 Ticy

Zqo — tadunek jadra o

ri, — 0dleglosé¢ elektron-jadro




Metoda Hartree-Focka

Operator kulombowski
. . N . .
Ty(0)8p(i) = [/ 6303) Syl
ij
Operator wymienny

Ky(i)opli) = [/ ¢;<j>7;¢p<j>dq]¢q<z’>




Metoda Kohna-Shama

Operator kulombowski
1
JQ(i)pr(i) = |/ Cb;(j)wﬁbq(j)de]Cbp(i)

Operator korelacyjno-wymienny

Vic(1) — potencjal korelacyjno-wymienny

(zalezny od typu funkcjonatu)




Funkcjonal korelacyjno-wymienny F,. pojawiajacy
sie w wyrazeniu Kohna-Shama na energie w réwna-
niach Kohna-Shama zostaje zastapiony potencjalem
korelacyjno-wymiennym V., ktéry jest tzw. pochodna
funkcjonalna wielkosci E,., czyli pochodna funkcjo-
nalu po funkcji, dla ktérej 6w funkcjonal jest zdefi-
niowany. Ta funkcja w naszym przypadku jest funkcja

gestosci p(r). Mamy zatem nastepujaca zalezno$c:

5Eazc
0p

Va:c:




Przedstawione réwnania Kohna-Shama sg przykladem trud-
nych do rozwigzania réwnan catkowo-rézniczkowych. Ich prak-
tyczne wykorzystanie w obliczeniach chemicznych jest niewielkie.
Podobng sytuacje napotkaliémy w metodzie Hartree-Focka (HF),
w ktéorej korzystnym rozwigzaniem bylo zastgpienie metody
Hartree-Focka metoda Hartree-Focka-Roothaana (HFR). Me-
toda HFR umozliwila zastgpienie calkowo-rézniczkowych réw-

nan HF réwnaniami algebraicznymi HFR.

Podobng procedure stosuje sie w przypadku metody Kohna-
Shama: wprowadza sie rozwiniecie orbitalu na funkcje bazowe,
co umozliwia zastgpienie ro6wnan catkowo-rézniczkowych ré6wna-

niami algebraicznymi.




ROZWINIECIE ORBITALU NA FUNKCJE
BAZOWE

Metoda Hartree-Focka(-Roothaana)

O; = ;CMXT

Yr — funkcje bazy

c-; — wspolczynniki kombinacji liniowe]

FC = SCE
F — macierz Focka
C — macierz wspolczynnikow

S — macierz catek naktadania



ROZWINIECIE ORBITALU NA FUNKCJE
BAZOWE

Metoda Kohna-Shama

O; = ;Cm'XT

Yr — funkcje bazy

c-; — wspolczynniki kombinacji liniowe]

FC = SCE
F — macierz Kohna-Shama
C — macierz wspolczynnikow

S — macierz catek nakladania



Definicje calek

rs — <X7“ Xs>
1
Tys = <Xr - 2V2|Xs>
A
rs = (Xr _§£|XS>
Tia

r12




DEFINICJA ELEMENTOW MACIERZOWYCH
Metoda Hartree-Focka(-Roothaana)

F’rs — h’rs =+ Jr5+Krs

hys = <X7“‘h‘Xs> =Trs+ Vis

Jrs = X pru(rt|su)
tu

Kys = 3 ppy(rt|us)
tu

Dty = E,f\il c,}k,icm- — elementy macierzy gestosci




DEFINICJA ELEMENTOW MACIERZOWYCH
Metoda Kohna-Shama

Frs = hps + JTS+V;(§

hys = <X7“‘h‘Xs> =Trs+ Vis
Jrs = X pru(rt|su)
tu

V;(sc — (Xr’ch XS>

Dty = z,f\il ciicui — elementy macierzy gestosci




e Rozwiazywanie rownan HFR

W=

6.

7.

8.

9.

10.

. Wybor bazy funkcyjnej: y;
. Wyznaczenie calek: S;q, Trs, Vs, (rs\tu}
. Ortogonalizacja bazy funkcyjnej: S™2

. Przyjecie startowych wartosci dla macierzy gestosci

w przyjetej bazie funkcyjnej

. Konstrukcja macierzy Focka: F..=h,+J.+ Ky

Jrs = Stu Pru(rt|su)
Krs = 2tu ptu<rt‘us>

Przejécie do bazy zortogonalizowanej: F' = S—:FS~2
Diagonalizacja macierzy F' : C’

Wyznaczenie macierzy C: C =S~ 2C/
Wyznaczenie macierzy gestosci p;s

Jezeli kryterium zbieznosci nie jest spetnione idz do punktu 5



e Rozwiazywanie rownan KS

. Wybér bazy funkcyjnej: v,
. Wyznaczenie calek: S;q, Trs, Vis, (rs\ltu>

1

2

3. Ortogonalizacja bazy funkcyjnej: S™2

4. Przyjecie startowych wartosci dla macierzy gestosci
w przyjetej bazie funkcyjnej

5. Konstrukcja macierzy Kohna-Shama: F,s = h,+ J,s + VS

Jrs = Ttu Ptu(rt|su)

Vi¢— potencial korelacyjno-wymienny

6. Przejscie do bazy zortogonalizowanej: F/ = S—:FS—2
7. Diagonalizacja macierzy F': C’

8. Wyznaczenie macierzy C: C = S—:C/

9. Wyznaczenie macierzy gestosci p;s

10. Jezeli kryterium zbieznosci nie jest spetnione idz do punktu 5




Poprawka do energii samooddzialywania w metodzie DFT:

Energia oddzialywania miedzyelektronowego (kulombow-
ska+wymienna) dla pojedynczego elektronu z definicji ré6wna jest
zeru. Tak jest w przypadku Hartree-Focka, gdzie czton kulom-
bowski kompensuje skltadnik wymienny.

W metodzie DFT skladnik kulombowski (J) wyznaczany jest w
sposOb doktadny, natomiast skladnik wymienny w sposéb przy-
blizony. Mozemy mie¢ do czynienia z sytuacja, ze petna kompen-
sacja skladnikéw kulombowskiego i wymiennego dla przypadku
pojedynczego elektronu nie zachodzi. W doktadnym funkcjonale
V.. powinna sie znalez¢ poprawka odpowiedzialna za skorygowa-

nie energii samoodzialywania.



Przedstawione powyzej poréwnanie réwnan macie-
rzowych Kohna-Shama i rownan w metodzie Hartree-
Focka-Roothaana wskazuje na ich znaczne podobien-
stwo. Z praktycznego punktu widzenia nalezy zwrécié

uwage na dwie istotne réznice:




- Skladnik reprezentujacy czes¢ wymienng w oddziatywaniu miedzy elektro-
nowym Krs zostal zastgpiony skladnikiem korelacyjno-wymiennym V,. . Ten
ostatni uwzglednia nie tylko oddzialywania wymienne, ale takze efekty kore-
lacyjne, poprawki do wyrazenia na energie kinetyczng i, ewentualnie, wpro-
wadza poprawki do energii samooddzialywania. W konsekwencji, o ile metoda
Hartree-Focka wyznacza energie w ramach przyblizenia jednoelektronowego
i dla uzyskania dokladnych rozwigzan nalezy obligatoryjnie zastosowaé me-
tody post-hartree-fockowskie (wyznaczajace energie korelacji), o tyle metoda
Kohna-Shama podaje ostateczne rozwigzanie: dokladng energie i doktadng
gestos¢ elektronowg, pod warunkiem, ze dysponujemy odpowiednio doklad-

nym potencjalem i funkcjonalem korelacyjno-wymiennym.




Ze wizgledu na fakt, ze nie dysponujemy odpowiednimi
wyrazeniami analitycznymi, calkowania angazujgce skladnik
korelacyjno-wymienny sg realizowane metoda numeryczng (ina-
czej niz w metodzie HF, gdzie dla baz gaussowskich wszystkie

calki wyznaczamy analitycznie).




Funkcjonat vs. potencjat

0

Vie= 5/0

Przyktad: LDA

Funkcjonal:

Eylp| = —Cip [ p3(r)dr

Potencjal w punkcie r:

Valr) = —Capl()




Funkcjonal dzielimy na cze$¢ wymienna

i czesS¢ korelacyjna:

Fye= Ly + B¢

Podobnie potencjat:

ch — Vx + VC




Funkcjonaly wystepujace w wyrazeniu na energie w
metodzie DFT (oraz odpowiadajace im potencjaly po-
jawiajace sie w roéwnaniach Kohna-Shama) dzieli sie
na kilka grup. Sa one oznaczane symbolami zawie-
rajacymi zwykle pierwsze litery nazwisk ich twoércow,
a w niektorych przypadkach takze rok ich opubliko-
wania. Zaktladamy zwykle, ze zaré6wno funkcjonal jak
i potencjat jest suma sktadnika wymiennego (F;,V,) i

korelacyjnego (E., V).




Ogoblny podziat funkcjonaléw

e Zalezne od gestosci, LDA (Local Density Approxi-

mation)

e Zalezne od gestosci
i gradientu gestosci, GGA (Generalized Gradient

Approximation)

e Pozostale (meta-gradientowe,

hybrydowe, ...)




Zalezne od gestosci

e wymienny: zaadaptowano wyrazenie Diraca na energie od-
dzialywania wymiennego dla jednorodnego gazu elektronowego

LDA (Local Density Approximation)

ELPA — —Cx/p%(r)dr

4
yipA — xp%(fr) gdzie C, =

3

=

)

=~ o

® korelacyjny:

VWN (Vosko, Wilk, Nusair)

E(‘j/ WN _ wyznaczony na drodze symulacji Monte Carlo




Zalezne od gestosci
i gradientu gestosci

Generalized Gradient Approximation

GGA

EI%GA = [ fzelp(r), Vp(r))dr

Gradient gestosci:  wyznaczenie pochodnych funkcji
bazowych
fre:  funkcja analityczna zawierajaca pare liczb do-

pasowanych



GGA

Funkcjonalty wymienne

e PWx86 (Perdew, Wang)
e B88 (Becke)
e PWx91 (Perdew, Wang)

e PBE (Perdew, Burke, Ernzerhof)

.....

gradientu.




GGA

Funkcjonatly korelacyjne

e Pc86 (Perdew)

e LYP (Lee, Yang, Parr)

e PWc91 (Perdew, Wang)

e PBE (Perdew, Burke, Ernzerhof)

e B96 (Becke)




Funkcjonaly hybrydowe i meta-gradientowe

e Funkcjonaly hybrydowe: sktadnik wymienny jest hybryda wy-
razenia na skltadnik wymienny w metodzie Hartree-Focka oraz

wyrazenia stosowanego w metodzie DFT:

E, = aE,(HF)+ (1 — a)E,(DFT)

e Funkcjonaly meta-gradientowe: zalezne od gestosci p, gra-
dientu gestos$xci Vp oraz laplasjanu (drugich pochodnych)
gestosci V2p

Exc = Exc(p,Vp,Vp) (11)




Funkcjonatly hybrydowe

e BALYP (Becke3LYP)

Cze$s¢ wymienna zawiera skladnik HF 1 skladnik
DFT:

B3LY P LSDA HF LSDA B88 LY P
E:z:c — Exc T a0<E:U o Ex ) + aiE:U T aCEc

gdzie: a, = 0.2, a, = 0.7, a. = 0.8




Resumé

Czy mozna przedstawié (w sposob Scisty) energie uktadu w funkcji gestosci

elektronowej?

Tak, ale tylko dla dwéch skladnikéw: oddzialywanie elektro-
néw z jadrami atomowymi (potencjal zewnetrzny) oraz kulom-

bowskie oddzialtywanie miedzyelektronowe:

1 N
E= — 5, g_; /(p »(1)dTm (12)
N K | L
— ¥ ¥ [py(1)—dm

p=1a=1" "a

N 1
+ - Z / p[)(1> pq<2>d7'ld7'2

-5 ¢;(1)¢q(2)r—12¢q(1)¢p(2)d71d72



Jezeli zalozylibysmy, ze elektrony nie oddziatuja ze sobg to
wyznacznik Slatera zbudowany z funkcji jednoelektronowych re-
prezentuje poprawng funkcje falowa, ktérag mozna wykorzystacé

do wyznaczenia enegii kinetycznej uktadu, T:
LN * 2
7= - 5 [61)Vie1dn (13

Wyrazenie to, dla ukladu rzeczywistego (elektrony oddzialuja),
stanowi pewne przyblizenie, wnoszgce niewielki blad do wartosci

energii.



W rezultacie wyrazenie na energie w metodzie DFT, przedsta-

wia sie wzorem:

E= - z [ 63(1)Vig,(1)dn (14)

\ K Zm,
- X ¥ [pp(1)—dm

p=1la=1" 1o



gdzie w skladniku E,.|p| zawarte sa trzy wielkosci

(poprawki do energii):
® energia wymienna
e energia korelacji

e poprawka do energii kinetycznej



