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BAZY FUNKCYJNE




Najistotniejszym elementem w obliczeniach metoda
Hartree-Focka jest wybér bazy funkcyjnej.

Podstawowe réwnanie w metodzie Hartree-Focka ma
postaé (prawie identyczna z réwnaniem Schroedingera
ale odnosi si¢ ono do pojedynczego elektronu):

F(i)¢p (1) =€pop(i) p=12... N

F(l) - operator Focka, reprezentujacy energie catkowita
elektronu, na ktéra sklada sie jego energia kinetycz-
na, energia oddzialywania z jadrami atomowymi oraz
energia oddzialywania z pozostalymi elektronami w
atomie lub czasteczce

¢p - (spin)orbital opisujacy elektron

¢p - energia elektronu na orbitalu p
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Powyzsze réwnania stanowia wielkie wyzwanie che-
mii teoretycznej, poniewaz sg to skomplikowane réow-
nania calkowo-rézniczkowe o skomplikowanych wyra-
zeniach catkowych i w zasadzie udaje sie je rozwigzacé
tylko dla atoméw i czasteczek liniowych. Zeby jednak
z tym problemem sobie poradzi¢ chemicy kwantowi
zastosowali pewien trik.
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Metoda Hartree-Focka-Roothaana (HFR)

Wspomniany trik polega na tym by zapisa¢ poszu-
kiwany orbital jako kombinacje liniowa pewnych zna-
nych funkcji x,, nazywanych funkcjami bazowymi:

M

0= X CpiXp
p=1

Teraz zamiast poszukiwaé skomplikowanych funkcji
¢; (rozwiazujac réwnania rézniczkowe) poszukujemy liczb
Cpi, @ Wiec rozwigzujemy réwnanie algebraiczne, niepo-
réwnanie latwiejsze do rozwigzania. R6wnania HFR
otrzymuje si¢ wprowadzajac powyzsze rozwiniecie do
réwnan Hartree-Focka, co — jak wiemy — prowadzi do
réwnania macierzowego:

FC =SCE
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Obliczenia metoda Hartree-Focka prowadzone sg obec-
nie niemal wylgcznie wariantem Hartree-Focka-Roothaana,
ktéry umozliwia zastgpienie trudnych do rozwigzania
réwnan calkowo-rézniczkowych réwnaniami algebra-
icznymi.

Niezwykle waznym etapem w obliczeniach kwantowo-chemicznych
jest takie dobranie baz funkcyjnych, ktére daja nam bardzo do-
ktadne orbitale.
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KONSTRUKCJA BAZ FUNKCYJNYCH




Od czego powinnismy zaczqé poszukujgc kandydatow na funk-
cje bazowe?

Oczywiscie od funkcji opisujgcych atom wodoru, dla
ktorego umiemy w sposob Scisly znalezé rozwigzania
dla réwnania Schroedingera.

Orbital 1s:

Ty, = Npgel a0
gdzie :
N — czynnik normalizacyjny
r - odleglo$¢ od jadra atomowego
a, - jednostka atomowa dlugosci réwna 0.529177A

Mozemy zatem zapisaé w przyblizeniu (pomijajac
czynnik normalizacyjny) orbital 1s dla atomu wodoru

jako:

\Ills — e72r
zakladajac, ze jednostki dlugosci wyrazamy w ang-
stremach.
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Ale dla atomu wodoru otrzymujemy takze rozwig-
zania dla wyzszych wartosci gtéwnej liczby kwantowej
n, ktére maja oprocz czesci radialnej (tej zaleznej od
r, czyli od odleglosci od jadra atomowego) takze czesé
katowa, zalezng réwniez od kierunku.

Przypomnijmy sobie jak wygladaja orbitale typu p,
w zapisie ogélnym pomijajac czynnik normalizacyjny,
a wykladnik oznaczamy ogdlnie jako a:

_ —ar
\I’gpx = Xe

_ —ar
\Ifgpy =Yye

—ar
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I dla przyktadu takze orbitale d:

—fr
W34, = Xy €

Wiq,, = Xz e T
—fr

W4, = yz e

_ <X2 _ y2) efﬁr

W3, = (322 —r?) e r
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Wiadomo, ze czesé katowa analogiczng do czesci ka-
towej orbitali atomu wodoru maja wszystkie atomy.
Zatem mamy gotowy przepis na skonstruowanie bazy
funkcyjnej. Utworzymy ja z orbitali identycznych jak
te w atomie, tzn. majacych te sama czesé katowa (moé-
wimy majaca te sama symetrie) a czesé radialng utwo-
rzymy z funkcji wykladniczej e ", dla ktéorej: UWA-
GA wyktadnik o bedzie optymalizowany, tzn. tak do-
bierany by uzyskaé najlepsza wartos¢ energii.

Zatem ogolny zbiér funkeji bazowych podzielimy na atomy, bo
kazda z funkcji bazowych x; musi by¢ przypisana do konkretnego
atomu w czasteczce.

Do kazdego atomu mozemy przypisaé funcje bazowe typu s, typu
p (méwimy tez funkcje odpowiadajace liczbie kwantowej 1=1), ale
pamig¢tamy, ze tych funkcji ma by¢ trzy. Podobnie z funkcjami typu
d (tutaj liczba tych funkeji wymaga dodatkowego kometarza).
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Ogdlnie funkcje nalezaca do bazy funkcyjnej zapi-
szemy jako:

ijk _ ik —(Cr
xb = Nxpyhzgie o

gdzie iloczyn a:iyizf okresla nam symetrie lub inaczej
moéwigce wlasno$ci kierunkowe funkcji bazowej zwigza-
nej z czescig radialng e "t. Symetria ta jest okreslona
przez sume m=i+j+k.

W profesjonalnym opisie funkeji bazowych wykladnik przy funk-
cjach zaleznych od r (radialnych) oznacza sie przez “C (czytaj ze-
ta)” (zamiast o lub 3). Stad w pdzniejszych oznaczeniach funkeji
bazowych bedziemy uzywac zwrotéw: “double zeta”, “triple zeta”,
ete. dla oznaczenia baz z dwiema, trzema, ..., funkcjami radialnymi
(inaczej z dwoma, trzema, ..., wyktadnikami).

Jezeli m=0 mamy funkcje typu s (iloczyn xyz réwny jest 1).

Jezeli m=1 to sa mozliwe trzy sytuacje:

i=1 - mamy x * e, funkcja o symetrii p,
j=1 - mamy y * e~ ¢, funkeja o symetrii p,,
k=1 - mamy z * e, funkcja o symetrii p.
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Jezeli suma wykladnikow i,j,k rowna jest 2 mamy szes¢ funkcji:

a? (a%y°2"), y (3703/220> 2 (2%9°2%), wy (a'y'2"), 2z (2'y'2"), yz
(xoylzl) i tyle otrzymamy funkeji zwiazanych z czedcia radialna
e~ . Odpowiada to funkcjom bazowym o symetrii typu d (1=2),
ktorych powinno by¢é pieé (jak wynika z rozwiazai dla atomu wo-
doru).

Taka sytuacja jest jednak dopuszezalna, miedzy szeScioma funk-
cjami d istnieje jedno réwnanie zaleznosciowe (czyli tylko pieé
funkeji jest niezaleznych).

To jest standardowa sytuacja w obliczeniach kwantowo-chemicz-
nych i w kazdym programie komputerowym wpisujac dane musi-
my zadeklarowac czy obliczenia wykonujemy dla funkcji kartezjan-
skich (6 funkeji bazowych typu d) lub dla funkeji sferycznych (5
funkcji bazowych typu d).

Gdy przejdziemy do wyzszej symetrii, suma wykladnikow 11173
hlnl\(]o \pu f (1=3), nmm\ \\ ujeciu hmk(]l kartezjanskich 1

S 28 aty, oty P Pz, w2yt wyz. U ujeciu funl\—

aji s[(‘l‘y(‘:zll}(l 1 jest ich 7.
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Ogoblny wzor na liczbe funkcji kartezjanskich n,
konkretnej wartosci [ ma postac:

ne = ;(l +1)(1+2)

a na liczbe funkcji sferycznych n jest postaci:

ng=2-+1
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”Centrowos¢” catek

Wyrazenie na element macierzy Focka (tej, ktéra diagonalizuje-
my w metodzie Hartree-Focka-Roothaana):

MM N
For = hor 423 (2 cyew)((ptru) — (ptfur))

a obecne w powyzszym wzorze wyrazenia catkowe definiujemy ja-
ko:

hg,

(pt|ru)

B x(1)dr
./‘,/x;;<1>x:<2>rimxr<1>xu<2>dﬁdf2

Element h,, nas nie interesuje (catka trywialna do policzenia)
natomiast uwagi wymaga calka dwuelektronowa, wyrazajaca od-
dziatywanie miedzy elektronami. Z kazdym elektronem (a jest ich
dwa) zwiazane sa dwie funkcje, mamy wiec cztery funkcje pod
catka. Poniewaz kazda z funkeji jest przypisana do konkretnego
atomu w czgsteczce wige moze si¢ zdarzyé, ze np. wszystkie funk-
cje pojawiajace si¢ w wyrazeniu catkowym (czyli xp, X1, Xr, Xu) 52
zlokalizowane na jednym atomie — méwimy wtedy o calce jedno-
centrowej — lub np. kazda z funkeji na innym atomie — bedziemy
mowié¢ wowezas o calce czterocentrowej.
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Od typu catek zalezy sposéb ich obliczania. Najta-
twiej licza sie calki jednocentrowe i dwucentrowe (np.
w czasteczce dwuatomowej mamy tylko takie calki),
natomiast pojawiajg si¢ problemy z szybkim oblicza-
niem calek trdj i czterocentrowych.

Podsumujmy zatem informacje o typach catek.
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Jezeli czasteczka zawiera co najmniej czte-
ry atomy to wsrdéd catek dwuelektrono-
wych mozemy rozréznié:

e calki czterocentrowe:
<X§1X]7)\X(AX§]> ~ kazda z funkcji na innym
atomie

e calki trdjcentrowe:
<X?X?\XZX?> — dwie z czterech funkcji na
tym samym atomie

e calki dwucentrowe:
<X§1X?\X2X§)> ~ jedna para funkcji na jed-
nym atomie, druga na innym
<X§1X(7]\X2X§)> trzy funkcje na jednym ato-
mie, czwarta na innym

e calki jenocentrowe
OaxdIxgxt) — wszystkie funkcje na tym
samym atomie
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Bazy Slatera (Slater Type Orbitals -
STO)

b = Nadyhafle ¢

rb:\xg+y§+z§

calki jednocentrowe: (x{xj|xfx/)
obliczane analitycznie

a~,a

calki dwucentrowe: (xjx XD
obliczane analitycznie

calki tréjcentrowe: (Xﬁ?xg\xﬁxﬂ

obliczane numerycznie
calki czterocentrowe: <X§lxl7’|)<§<x§i>

obliczane numerycznie
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Czego dowiedzielismy sie dotychczas o wyktadniczych
funkcjach bazowych (inaczej funkcjach Slatera)

Po pierwsze, ze wlasnosci kierunkowe (czasem mowimy tez cze-
sci katowe) sa Scisle zdeterminowane przez wlasnosci kierunkowe
orbitali atomowych (sa takie same zaréwno dla atomu wodoru jak
i dla atoméw wieloeektronowych) i okreslone przez specyfikacje
liczby kwantowej I=1 (orbitale typu p), 1=2 (orbitale typu d), etc.

Natomiat wykladnik w funkeji wykladniczej nalezy znalezé (ab-
solutnie nie przenosimy go z atomu wodoru) i w tym celu stosuje si¢
rézne kryteria najczedciej zwiazane z optymalizacjg energii atomu.
Sa laboratoria chemii kwnatowej specjalizujace sie¢ w konstruowa-
nive funkeji bazowych. M.in. jedno z najstynniejszych miesci sie
w bazie danyc EMSL skad mozna $ciagnaé¢ natychmiast dowolng
baze funkeyjna dla dowolnego atomu.
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Wykladniki obecne w funkeji Slatera determinuja nam wartos¢
funkeji w roznych odleglogciach od jadra atomowego.

Jezeli wykladnik jest bardzo duzy (pamietajmy, ze jest on po-
przedzony znakiem minus) to warto$¢ orbitalu jest wysoka w oko-
licach jadra atomowego ale szybko zanika z odlegloscia, natomiast
wykladniki niewielkie, rzedu setnych, tysiecznych i mniejsze sa od-
powiedzialne za wigksze wartosci orbitalu dla duzych odleglosci od
jadra atomowego.

Ponadto kazda funkcja bazowa musi by¢ funkcja porzadna, kto-
rej jedna z cech jest to, ze dla nieskonczonych (tj. bardzo duzych)
r krzywa zbliza sie asymptotycznie do zera.
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Oto jak sie przedstawiaja ksztatty funkcji e=¢"
w zaleznosci od wyktadnika ¢

1 T

e—lOr R
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Bazy Gaussa (Gaussian Type Orbitals —
GTO)

Najwiekszym mankamentem baz Slatera sa problemy z wyzna-
czaniem calek trdj i czterocentrowych (w ukladzie nieliniowym),
ktére musza by¢ obliczane na drodze numerycznej. Chemicy kwan-
towi dokladali staran by zastapi¢ funkcje Slatera innymi, o podob-
nych wlasnosciach asymptotycznych, ale dla ktérych catki bylyby
znacznie fatwiej wyznaczane.

Takie funkcje udato sie znalezé juz kilkadziesigt lat

temu i sg to tzw. funkcje Gaussa o ogdlnym wzorze
7(,,2
e~
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Poréwnanie krzywej Gaussa i krzywej wyktadniczej
w zakresie od —oo do 400

f(x)

X
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Nas oczywiscie interesuje tylko zakres dla dodatnich
wartosci zmiennej x (oznaczanej przez r)
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Funkcje Gaussa maja te ceche, ze wszystkie calki od
jedno do czterocentrowych wyznaczane sa analitycz-
nie, czyli na kazda calke mamy wzoér, tak jak np. na
calke z 2°.

Ale zeby odtworzy¢, np. rozklad gestosci elektrono-
wej tak dobrze jak to czynig funkcje Slatera, musi-
my wzigé do rozwiniecia znacznie dtuzszy cigg funkcji
Gaussa.

Zatem jezeli dobre wyniki uzyskujemy, np. dla roz-
winiecia orbitalu molekularnego na 10 funkcji Slatera
to w przypadku funkcji Gaussa musimy ich wzigé¢ 40,
50 a nawet wiecej.
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Bazy Gaussa (Gaussian Type Orbitals -
GTO)

ijk

. 2
Xp = Nx{ijbzlf)efcrb

Wszystkie calki obliczane analitycznie!!!!
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Funkcje skontraktowane versus funkcje
prymitywne

Wréémy na chwile do rozwiniecia orbitalu molekularnego na
funkcje bazowe:

M
¢i =X CpiXp
p=1

Jezeli funkcja x, jest iloczynem jednej funkeji wyktadniczej i
funkeji katowej (jezeli méwimy o innych niz s), tak jak zakladali-
smy dotychczas, to méwimy o tzw. funkcji prymitywnej. Ale jest
mozliwos¢ takze, ze na funkcje x, bedzie si¢ sklada¢ kombinacja
liniowa kilku funkcji wyktadniczych, kazda z innym wykladnikiem
i odpowiednim wspotezynnikiem, i wtedy mowimy o funkeji skon-
traktowanej.
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Funkcja prymitywna (baza prymitywna)
zlokalizowana na atomie

. . 2
- Nxylzbe o

Zapis (w nawiasach okragtych): (klm...) ozna-
cza, iz mamy k funkcji typu s, 1 funkcji typu
p, m funkcji typu d etc., przy czym wszyst-
kie sa funkcjami prymitywnymi, tzn. zwigza-
na jest z nimi jedna funkcja wyktadnicza.
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Funkcja skontraktowana (baza
skontraktowana): zlokalizowana na atomie b

ijk i j kX —(er?
Xb :Nbe‘{)ZbXt:Cte ‘

Liczbe funkeji skontraktowanych zapisujemy w nawiasach kwa-
dratowych: [klm..], co oznacza, iz mamy k funkeji typu s, 1 funkeji
typu p, m funkeji typu d ete..

Zatem rzeczywista liczba funkeji bazowych jest zawsze réwna
liczbie funkeji skontraktowanych. Jezeli mamy do czynienia wy-
tacznie z funkcjami prymitywnymi to liczba funkeji skontraktowa-
nych jest réwna liczbie funkeji prymitywnych.

Chemia teoretyczna 33 /46



Przyktady funkcji Gaussa w zaleznosci od wartosci wyktadnika

o8t i ]

o6 F| % ]

f(r)

04

0.2

r

Chemia teoretyczna 34 /46



Przyktady skontraktowanych funkcji Gaussa

1.4 T T
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Generalnie im wiecej funkcji prymitywnych tym
lepsze ich zachowanie sie w poblizu jader i na
duzych odlegtosciach. Ponadto “zwiniecie” ich w
jedna funkcje znacznie przy$piesza obliczenia
(redukcja liczby wspétczynnikéw wariacyjnych do
wyznaczenia).
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Witasciwy dobér bazy funkcyjnej zalezy od tego co
chcemy obliczy¢, czyli typu obliczen, interesujacej
nas wtasnosci czy tez wymaganej doktadnosci.
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Przeglad popularniejszych baz
funkcyjnych

baza minimalna (single zeta): jedna funk-
¢ja na orbital atomowy

HHe Li—Ne Na—-Ar KCa Sc—-Kr
1 5 9 13 18
1] [21] 32] [43] [431]

baza DZ (double zeta): po dwie funkcje ra-
dialne dla orbitalu danej podpowtoki

2 10 18 26 36
2] [42] [64] [86] 862]

bazy TZ, QZ etc.
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bazy Split Valence (SV):
powloki wewnetrzne — baza minimalna
powloki walencyjne — DZ, TZ, etc.

Polaryzacyjne bazy, DZP
(double zeta + polarization)

Do bazy DZ doddaje sie funkcje o [ (poboczna
liczba kwantowa) wigksza o 1 od [ powloki walen-
cyjnej

HHe Li—Ne Na-Ar
2+3 10+5(6) 18+5(6)
[21] [421] [641]

bazy Pople’a: STO-nG, n-klG, np.
STO-6G, 6-31G, 6-31G*, 6-31+-G

bazy Sadleja, PBS: Li-Ne [532], H-He [32]



bazy Dunninga korelacyjno-konsystentne:
cc-pVXZ (X=D,T,Q,5,6)
correlation consistent — polarized valence

X zeta

H - He
baza s p d f g h I.funkeji/atom
pVDZ 2 1 5 [21]
pVTZ 3 2 1 14 [321]
pVQZ 4 3 2 1 30 [4321]
pV5Z 5 4 3 1 55 [54321]
pV6Z 6 5 4 3 2 1 91 [654321]

www.basissetexchange.org
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bazy Dunninga korelacyjno-konsystentne:
cc-pVXZ (X=D,T,Q,5,6)
correlation consistent — polarized valence

X zeta

Li — Ne
baza s p d f g h i I.funkeji/atom
pVDZ 3 2 1 14 [321]
pVTZ 4 3 2 1 30 [4321]
pVQZ 5 4 32 1 55 [54321]
pV5Z 6 5 4 3 1 91 [654321]
pV6Z 7 6 5 4 3 2 1 140 [7654321]

www.basissetexchange.org
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Rozszerzone bazy Dunninga:
aug-cc-pVXZ (X=D,T,Q,5,6)
augmented correlation consistent —
polarized valence X zeta

H - He
baza s p d f g h I.funkeji/atom
pVDZ 3 2 9 [32]
pVTZ 4 3 2 23 [432]
pVQZ 5 4 3 2 46 [5432]
pV5Z 6 5 4 3 2 80 [65432]
pV6Z 7 6 5 4 3 2 127 [765432]

www.basissetexchange.org
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Rozszerzone bazy Dunninga:
aug-cc-pVXZ (X=D,T,Q,5,6)
augmented correlation consistent —
polarized valence X zeta

Li — Ne
baza s p d f g h i I.funkeji/atom
pVDZ 4 3 2 23 [432]
pVTZ 5 4 32 46 [5432]
pVQZ 6 5 4 3 2 80 [65432]
pVbZ 7 6 5 4 3 2 127 [765432]
pvez 8 7 6 5 4 3 2 189 [8765432]

www.basissetexchange.org
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SCF ITERATIONS FOR THE H20 MOLECULE, DZ BASIS SET
(convergence threshold refers to the wave function)

iteration:
iteration:
iteration:
iteration:
iteration:
iteration:
iteration:
iteration:
iteration:
iteration:
iteration:
iteration:
iteration:
iteration:
iteration:
iteration:
iteration:
iteration:
iteration:
iteration:
iteration:
iteration:
iteration:
iteration:
iteration:
iteration:
iteration:
iteration:
iteration:
iteration:
iteration:
iteration:
iteration:
iteration:
iteration:
iteration:

scf energy = -26.448071005311
scf energy = -64.376303861800
scf energy -72.820856499174
scf energy = -74.007522505733
scf energy -75.195057964027
scf energy -75.648978512794
scf energy = -75.873469862770
scf energy = -75.955328393762
scf energy = -75.989032415393
scf energy -76.001478504684
scf energy = -76.006324802402
scf energy = -76.008139377306
scf energy -76.008833636319
scf energy = -76.009095478606
scf energy -76.009195073377
scf energy = -76.009232753733
scf energy -76.009247056126
scf energy -76.009252474024
scf energy = -76.009254528933
scf energy = -76.009255307732
scf energy = -76.009255603031
scf energy -76.009255714969
scf energy = -76.009255757408
scf energy = -76.009255773496
scf energy -76.009255779596
scf energy = -76.009255781908
scf energy -76.009255782785
scf energy = -76.009255783117
scf energy -76.009255783243
scf energy -76.009255783291
scf energy = -76.009255783309
scf energy = -76.009255783316
scf energy = -76.009255783318
scf energy -76.009255783319
scf energy = -76.009255783320
scf energy = -76.009255783320

Chem

diff = 0.00000000
diff = -3.05606275
diff =  4.04262917
diff = -1.55095739
diff =  1.41039565
diff =  0.47724463
diff = -0.31554679
diff =  0.18920999
diff = -0.12539473
diff =  0.07385406
diff = -0.04751307
diff =  0.02839919
diff = -0.01789529
diff =  0.01084711
diff = -0.00675293
diff = 0.00412774
diff = -0.00255375
diff = 0.00156764
diff = -0.00096702
diff = 0.00059476
diff = -0.00036642
diff =  0.00022555
diff = -0.00013888
diff = 0.00008551
diff = -0.00005265
diff =  0.00003242
diff = -0.00001996
diff = 0.00001229
diff = -0.00000756
diff =  0.00000465
diff = -0.00000286
diff = 0.00000176
diff = -0.00000108
diff = 0.00000066
diff = -0.00000041

diff =  0.00000025
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SCF ORBITAL ENERGIES FOR THE H,O MOLECULE,
DZ BASIS SET
ORBITAL EIGENVALUES (1H = 27.2113957 eV)). BASIS

SET SIZE=14
MO E(hartree) E(eV) SYM
1 -20.5594558408 -559.4514882604 Al
2 -1.3613140775 -37.0432560358 Al
3 -0.7165256180 -19.4976621212 Bl
4 -0.5668185240 -15.4239231473 Al
5 -0.5062702621 -13.7763204337 B2
6 0.2182059532 5.9376885366 Al
7 0.3105048523 8.4492704015 B1
8 0.8655733623 23.5534592703 B2
9 0.8918333923 24.2680313365 Al

10 0.9148801901 24.8951668696 Bl
11 1.2232869117 33.2873442094 Al
12 1.2334782197 33.5646639225 Bl
13 1.6745123272 45.5658175391 Al
14 43.3347970516 1179.2003101498 Al
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W czasteczce wody mamy 10 elektrondéw czyli pie¢ orbitali
podwdjnie zajetych (pierwsze pie¢ wartosci energii orbitalnych
w powyzszej tabeli). W metodzie Hartree-Focka, w ktérej
poszukiwany orbital wyrazany jest jako kombinacja liniowa
funkcji bazowych (nazywa sie ta metoda metodg HFR
(Hartree-Focka-Roothaana)), otrzymujemy zawsze tyle
rozwigzan ile wynosi rozmiar bazy funkcyjnej (zatem w
powyzszym przypadku 14).

Majac do dyspozycji 10 elektronéw, do ich opisu potrzebujemy
5 orbitali (podwdjnie obsadzonych), zatem mamy 14-5=9
orbitali, niewykorzystanych do opisu struktury elektronowej
czasteczki wody w ramach przyblizenia jednoelektronowego.

Orbitale te nosza nazwe orbtitali wirtualnych (uzywa sie tez
nazwy orbitali niezajetych), ktére maja istotne znaczenie w
obliczeniach posthartree-fockowskich (wyznaczanie energii
korelacji).
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