WYZNACZANIE ORBITALI ATOMOWYCH 1
MOLEKULARNYCH
METODA HARTREE-FOCKA



Szukamy najlepszej (tzn. dajacej najnizszg energie) funkcji fa-
lowej wyznacznikowej:

(1) ¢i(2) - (V)
L 1aba(1) 4ha(2) -+ 92(N)
VNI : :

Un(1) Yn(2) - n(N)

Réwnowaznie: szukamy najlepszych orbitali.
W pierwszym kroku konstruujemy operator Hamiltona:
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H=-—->V;—> Y ="+ % — +const



a nastepnie wyrazenie na wartos¢ oczekiwang

E

(W[ H[W)



Wyznaczanie elementéw macierzowych operatorow
jedno- i dwu-elektronowych dla funkcji
wyznacznikowych ¥V zbudowanych ze spinorbitali 1),

U= |92 - by

REGULY SLATERA-CONDONA
Spinorbitale 1); sg ortonormalne:

(Wilty) = i
Operator jednoelektronowy: X )
F =Y f(i)
Operator dwuelektronowy: |
G- glj)
2 i#j

Poszukiwane elementy macierzowe:
Fiy = (04| F|0y)
Gro = (U, |G|U,)



Reguly Slatera-Condona:

o I regula Slatera-Condona: U, = U,
(i(D)| £ (5) | i(4))

(D] ()]ei(1))

(il 1)

F12—Z

=

((Wi)(9)1g (@ 9)|i(0)3h(5)) — (il@)ei(9)19 (2, 3)[(0)i5)))
_((i(D)(2)19(L, 2)19i(1)13(2)) — (i(1)15(2) |9 (1, 2)[905(1)i(2)))
((Withj|glis) — (Wibjlglibiii))

_((ilig) — (ijl79))
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e II regula Slatera-Condona: ¥V, : spinorbital v); zostal zamienio-
ny na ¢; (takze unormowany i ortogonalny do pozostatych):

Fiz = (Uil f|Y)) = fir
G2 = ?(Wz‘% glibs) — (ab;

gl = §(<ijli’j> — (ijlji"))

e IIl reguta Slatera-Condona: WV, : spinorbitale v; 1 ¢; zostaly
zamienione na 1 i 5 :
Gro = ((Yi|glvis) — (Wablglivi) = ({igli's") — (ij15'1))
e IV regula Slatera-Condona: VY, rézni sie od V; trzema lub
wiecej spinorbitalami

Fio = 0
Gio = 0



Podstawiajac do rownania

E = (V[H|V)
funkcje wyznacznikowa W i korzystajac z I reguly Slatera-Condona, otrzymu-
jemy:
N I N
L= ; Iy + 5 Z_<Jpq_qu> (1)
p=1 2 pg=1

gdzie:



Ip

[p — /w;@)ﬁ@)wp(z)d% = hpp

Catka 1) reprezentuje energie elektronu na orbitalu ¢, porusza-
jacego sie¢ w potencjale pochodzacym od wszystkich jader atomo-
wych w czasteczce.

1 K Z
hi) — 02 _ 3 Za
<Z> 2VZ az—:l Tia



Jpq

Toy = 3(00030) (i) dridr; = (palpa)

Catka J,,,zwana catkg kulombowskg moze by¢ przedstawiona jako:

k

Jpq — /epp@)Fepq(j)dTide
ij

a pr(k) reprezentuje gestod¢ tadunku elektronu k w stanie ¢,.

epr(k) = egy (K)o, (k)

Zatem:
J,q przedstawia energie kulombowskiego odpychania si¢ elektro-
now opisywanych funkcjami ¢, 1 ¢,.



qu

Ky = [ 03(000;)-4(i)yG)dmdr; = (palap)

Catka K,,, zwana calka wymienng, jest konsekwencjg faktu, ze funkcja
falowa ® przedstawiona jest w formie wyznacznika. Znika dla spinorbitali o
roznych funkcjach spinowych.



ROWNANIA HARTREE-FOCKA



Aby znalez¢ optymalna posta¢ orbitali minimalizujemy funkcjonal E|¢]

1

El¢] = zl+22(J — K,)
p.q=1

tj. dokonujemy wariacji orbitali ¢, tak, by energia byta w minimum. Otrzymu-

jemy ukiad réwnan catkowo-rézniczkowych, zwanych réwnaniami Hartree-
Focka:

F(i)p,(i) = €0, (1) p=1,2...,N

odzie F (2) jest tzw. operatorem Focka, zdefiniowanym jako:

A

(i) = hii) + 5 [Jyi) — K, (i)

q=1



AN

h(i) jest (wczesniej zdefiniowanym) operatorem jednoelektronowym:

. 1 K /
hi) = —V2— v =@
(Z) 2 ! ozz—:l Tia

AN

J, (1) jest operatorem kulombowskim zdefiniowanym jako:
» N B
Jo(1) = | ¢4(7)—q(5)dr;

i

Kq(i) jest operatorem wymiennym zdefiniowanym poprzez dzialanie na or-
bital:

K (i)6,() = [/ qb;(j);qsp(j)dn]qsq(i)



Energie orbitalne

Wielkosc €, wystepujaca w rownaniach Hartree-Focka jest wartosScig wiasng
operatora Focka 1 ma sens energii elektronu opisywanego orbitalem ¢, porusza-
jacego sie w polu jader atomowych i1 usrednionym polu pozostatych elektronéw.

Jest to tzw. energia orbitalna.

Z rownania Hartree-Focka

F@)@?(Z) = p0p(1)
otrzymujemy:
L - N
€p = / ¢pF¢pdT = 1)+ q§1<Jpq — Kyy)

Zauwazmy, ze

Jp — Kpp



Szkic wyprowadzenia rownan Hartree-Focka

B = 3 Glhli) -+ % (Gili) — Gilia)
Nalezy znalez¢ funkcje ¢; dajace najnizszg energie przy warunku
(t]7) = 0ij

Stosujac metode nieoznaczonych czynnikow Lagrange’a dokonujemy wariacji
wyrazenia:

3(E — 3 Li(ilj)) =

Wiariacji dokonuje si¢ tylko z funkeji sprzezonej:

LN, o
<(5@\hl )+ 5%(<5z,3\29>+<z,59|w>

M=



a po dalszych prostych przeksztatceniach:
N o, N, o ..
S (Gilhli) + $((63, 165
— (03,4131} — Lij{(§il))] = 0

Poniewaz wariacje d¢; sq niezalezne zatem aby réwnanie bylo spelnione wspol-
czynniki przy nich musza sie rownac zeru.

N : N o
£ ailqnt) -+ (1)
— (Jl78) = Li([7)) =0 L.p.
Otrzymujemy zatem rownanie (wracamy do notacji petnej):

h(1)6(1) + % 65(2)g(1,2)6,(2)dVa (1)

_ %V; [67(2)9(1,2)9i(2)dV265(1) = = Liyi(1)



Transformacja unitarna:
/
Pp = X Wik
l
zostawia rownania niezmiennicze. Macierz transformacyjna U wybieramy tak,
by diagonalizowata macierz nieoznaczonych czynnikéw Lagrange’a, L:

U'LU=E
Po ostatniej transformacji rownanie (1) przyjmuje postac:

A6 + > 65(2)g(1,2)6,(2dmai(1)
— 5/ 6}(29(L 20 (Ddm(1) = (1)

czyli A
F(1)gi(1) = €i¢i(1)



Suma energii orbitalnych wszystkich N elektronéw:

Zep Z[‘i‘ Z(J — Kyg)

p=1 p=1 p,q=1

Energia N-elektronowego uktadu z I reguty Slatera-Condona:

N 1 N
E=X ]p+_ 2 (Jpq_qu)
p=1 2 pg=1

Zatem energie elektronows czasteczki mozemy wiec zapisac jako:

N 1 N
L = 26— 5 2 (Jpg — Kpg)
p=1 2 p.g=1

Poniewaz w energii orbitalne) elektronu zawarta jest energia oddziatywa-
nia z wszystkima pozostatyms elektronami, zatem sumujgc energie orbitalne
wszystkich elektronow uwwzgledniamy oddziatywanie kazdej pary elektronow
(np. elektronow ki l) dwukrotnie: pierwszy raz w energii elektronu k, drugi
raz w enerqgii elektronu [. Stgd suma energit orbitalnych jest pomniejszona
o energie oddziatywania miedzyelektronowego.



Spin w rownaniach Hartree-Focka

Ortonormalnosé funkeji spinowych:

(o) = (5]8) =1
(alf) = (Bla) =

Niezaleznos¢ operatorow F' od spinu:

(pialh|picr) = (@ilh|pi)(ala) = (dilh| o)
(picr|h| i) = (@s|h|oi){|B) =0



Niezaleznosé operatoréw G od spinu:
kulombowski:

(iagjalgldiagia) = (Pipjlgl¢ips) (ala)(ala) = (i]if)

wymienny:

(piagjalglojapia) = (Pipilgl¢;ei) (ala)(ala) = (i]if)

kulombowski:

(Pig;Blgldig;B) = (didjlg|did;) () (B]5) = (iflij)

wymienny:

(piavd; Bg|d;BPicy = (id;|g|d,0:) (] B) (Blar) =0



UHF - metoda Hartree-Focka bez ograniczen
spinowych (Unrestricted Hartree-Fock)

Rozwazmy ukiad, w ktorym mamy 1 spinorbitali o spinie a i k spinorbital
o spinie 3, w dodatku czes¢ przestrzenna dla obydwu typow spinorbitali jest
rozna:
U = |prag) Boaadsf - - - pradyB - - pia]
lub
1 + = +
U= | ¢11020 =+ Q@i -+ D1 |
Dla takiej funkcji wyznacznikowej wartos¢ elementu macierzowego
E = (V|H|V) w oparciu o I regule Slatera-Condona wynosi:
k
-

[
E=y I+

11 1 & Ik
[p’ + 3 Z(Jpq - qu) + o2 (Jp/q’ - Kp/q’> + 22 Jpq’
P 2]96] 2p/q/ p

q/



Ogolne (bez wprowadzania spinu) rownania Hartree-Focka
F(i)pp(i) = 6y(i)  p=1,2,...,N
F(i) = h(i) + 3 [J,(0) = K, ()

Mamy dwa uktady rownan:

A('>¢p('> = €p¢p<> p=12,...,1
F'(i)py(i) = €,¢,(9) p=12...k

adzie operatory Focka F(7) oraz F'(i) sa zdefiniowane jako:



RHF - metoda Hartree-Focka z ograniczeniami
spinowymi (Restricted Hartree-Fock)

Uktad zamknieto powtokowy, N /2 orbitali, kazdy podwdjnie obsadzony:
U = |pragifgeagsff - - pyady ]

lub L L
U = | ¢1010202 NON |
N
F<Z>¢p<z> = Epgbp@) p=12,... Y



Rozwigzywanie rownan Hartree-Focka

Metoda rozwiazywania réwnan Hartree-Focka (H.-F.) nosi nazwe metody SCF
(Self Consistent Field) czyli metody pola samouzgodnionego.

Przyktad: uktad dwoch elektronéw - jeden orbital, dwa spinorbitale - jedno
rownanie

F(1)é1(1) = exgn(1)
gdzie F(1) przyjmuje postac:
F(1) = h(1) +2J,(1) — K,(1)
Poniewaz 7 definicji operatorw J i K wynika, ze

Je(D)¢r(1) = Ki(1)x(1)



wobec czego ostatnie rownanie mozna zapisaé jako:

(iL(D + j1<1>>¢1<1> = e1¢1(1) (1)

N

a Ji(1) jest rowne:

. ke?

hi1) = [ 612, 0 2)dr
Z1ozonos¢ tego rownania polega na tym, ze funkcje ¢ znajdujemy rozwiazujac
rownanie (1), ale aby to réwnanie utworzy¢ winnismy znaé¢ operator jl(l) a
tym samym funkcje ¢;.



Metoda iteracyjna:
. Zaktadamy dowolng funkcje ¢ - im blizsza rzeczywistej tym lepiej

. Konstruujemy operator J;(1), a tym samym réwnanie H.-F. (operator il(l)
jest trywialny)

. Rozwigzujemy réwnanie (1), tym samym znajdujemy funkcje ¢ - z reguly
rozng od zatozone;.

. Konstruujemy operator jl(l), tym razem w oparciu o znaleziona funkcje ¢

. Powtarzamy punkty 3 i 4 tak diugo az funkcja wyznaczona z réwnania 1
nie bedzie sie réznié¢ od funkceji uzytej do konstrukeji operatora Ji(1)



Poniewaz funkcja ¢ (gdy w operatorze Ji(1) opisuje elektron 2) definiuje
potencjalw jakim porusza si¢ elektron 1, wiec metoda SCE prowadzi do uzgod-
nienia potencjatu wyjsciowego z tym jaki uzyskuje sie z rownania H.F. - stad
nazwa SCEF.

W ogélnym przypadku dla = orbitali na wstepie zaktadamy postac wszystkzch

orbitali by w pierwsze] 1teraCJl - po skonstruowaniu operatorow Ji K po
N

rozwigzaniu 5 rownan - wyznaczy¢ wszystkie orbitale. Te z kolei postuzg do

skonstruowania operatorow i rownan ... itd. az do samouzgodnienia.



Nietrywialnym zagadnieniem jest rozwigzanie réwnan Hartree-Focka dla za-
tlozonego usrednionego potencjatu pochodzacego of pozostatych elektronow. Dla
atomow zasadniczym utatwieniem jest:

¢nlm — Rnl<7a)Y2m<197 90)

poniewaz usredniony potencjalw atomie ma symetrie sferyczng. W powyzszych
funkcjach nieznane sa tylko czesci radialne i znajdujemy je na drodze nume-
rycznej.

Numeryczne rozwigzania rownan Hartree-Focka w postaci catkowo- rézniczko-
wej mozliwe sa takze dla liniowych molekut.

Metoda stosowang dla wszystkich ukladéw (atoméw i czasteczek) jest wariant
metody Hartree-Focka zwany metoda Hartree-Focka-Roothaana.



